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yluAND les premiers mathématiciens, après avoir atteint les bornes de la 
géométrie élémentaire , ont voulu s'élever jusqu'aux problèmes de la géo- 
métrie transcendante , quand après avoir épuisé tout ce qui a rapport à la 
ligne droite et au cercle , ils ont passé à la considération des courbes de 
différens genres , ils ont eu besoin , pour avancer dans cette carrière , d une 
force d'attention extraordinaire , et leurs progrès ultérieurs ont fait preuve , 
et de leur esprit inventif, et des ressources de leur génie» 

Mais lorsque l'algèbre eut pris naissance , lorsqu'on eut enfin conçu l'idée 
heureuse de l'appliquer à la géométrie, lorsque Fiète et surtout Descartes y 
ces deux hommes à jamais célèbres , eurent frayé cette route nouvelle, lors- 
qu'on vit le calcul, au moyen de quelques formules, mettre en évidence la 
nature et les propriétés de toutes les courbes , alors les questions résolues 
par les anciens avec tant de peine et de travail , ne fm-ept plus qu'un jeu 
pour les modernes ; alors la science fît des pas si rapides qu'on ne peut 
se lasser d'admirer la fécondité de cette grande et belle invention. 

Comment serait - il possible de préférer encore la marche des anciens à 
celle des modernes ? Ce qui a été démontré d'après leurs procédés porte 
peu£-être avec soi un plus grand caractère d'évidence, mais en revanche 
chaque vérité se trouve aloi's isolée en quelque sorte , séparée de toutes 
celles qui ont quelque rapport avec elle. L'analyse algébrique a non-seule^ 
ment plus de puissance et d'énergie que la synthèse , mais elle a encore 
plus d'étendue et plus d'ensemble ; c'est le coup - d'œil du génie , qui ras- 
semble, qui généralise, qui voit les rapports des choses entr'elleà, qui en 
fait un tout , et se l'approprie. Aussi , faut-il l'avouer , quand on est fami- 
liarisé avec elle, il çst besoin de courage et de patience pour se résigner 
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à suivre les aiidens dans tous les pas qu^ils ont voulu faire au delà des pre* 
miei's élémens. C'est moins pour connaître les résultats de leurs travaux qu'il 
faut les étudier , que pour observer leur mai^che et apprécier leurs eflforts» 

« Le rapprochement de la géométrie et de l'algèbre , dit M^ La Place 
d^ns le Journal des £coles normales y répand un nouveau jour sur ces deux 
sciences; les opérations întetlectueTles de l'analyse , rendues sensibles pair 
les images de la géométrie, sont plus faciles à saisir plus intéressantes à 
suivre. Cette correspondance fait Tun des plus grands charmes attachés aux 
spéculations mathématiqujes ; et quand Tobservation réalise ces images, et 
transforme tes résultats mathématique^ en lois de la nature ; quand ces lois y 
en embrassant Tunivers^ dévoilent à nos jreux ses états passés et à venir;, 
alors la vue die ce sublime spectacle nous fait éprouver le (dus noble des. 
plaisirs réservés à la nature humaine **.. 

Cependant y malgré les travaux des Descaries , des Newton , des EuTer ,', 
des Cramer , et de plusieurs autres grands géomètres , les ouvrages élé- 
mentaires du XVIII^ siècle y sont restés , pour la plupart , vraiment -au*- 

dessous du progrès des lumières :. quoique leurs démonstrations reposas- 

,> ♦• 
sent sur l'algèbre , elles étaient toujours plus ou moins bornées au cas part 

ticulier que Ton avait sous les yeux ; et la marche des modernes perdait 

^nsi son plus précieux avantage^ 

Enfin IVT*. Lagrangcy LaplacCy MongCy et queliques autres mathéma?- 
ticiens du premier rang , appelés dans la châtre des professeurs , par le pro^ 
grès dès idées libérales y ont produit dans ce genre là révolution, la plus. 
nécessaire et la plus heureuse^ 

J'aurais donc pu sans doute adopter pour mes cours quelqu'un dés ou^ 
vrages qui ont paru dès lors sur l'application de l'algèbre à la géométrie. ; 
mais il n'aurait point été calculé sur la portée et sur les besoins des étudians 
de notre académie ; il n'aurait surtout pa* été en rapport avec les divers 
ouvrages élémentaires que j'ai déjà publiés, et qui sont depuis long-tema 
tntre les mains de ces jeunes élèves. Ainsi je me suis vu foi^cé de travailler 
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«ur UQ plan neuf, et qui m'a paru d'ailleurs offlrir quelques avantages assez 
marqués. On en pourra prendre une première idée en jetant un coup-d'œii 
^ sur la table des chapitres » à laquelle on me permettra de renvoyer. 

Je me bornerai donc à faire observer que j'ai considéré les sections coni- 
ques, toutes à la fois, que je les ai décrites par un procédé unique et très- 
aimple y pai* lequel outre la parabole , l'ellipse , et l'hjperbole ^on peut encore 
obtenir le cercle , le point , une ligne droite seule , et deux droites qui se 
croisent. L'équation que l'on déduit de ce procédé comprend aussi toutes 
ces choses. De cette équation résultent donc entre autres les propriétés 
des sections coniques et celles du cercle ; lesquelles ainsi rapprochées 
et comparées , mettent en évidence les rapports que les quatre courbes ont 
entr'eiles. 

Par tout d'ailleurs j'ai îait ensorte de donner des formules plus générale^ 
que les formules communément usitées. 

J'espère qu'on voudra bien remarquer aussi la marche neuve des deux trigo« 
nométries. Je n'avsds point pensé d'abord à m'occuper de la trigonométrie 
sphérique, parce que je ne voulais considérer que deux dimensions de 
l'étendue ; jeme siûs enfin décidé à la placer à la fin de l'ouvrage sous la 
forme d'un supplément. Je l'ai du reste traitée d'une manière purement 
algébrique ; et j'ai beaucoup profité du mémoire de Lagrange inséré dans 
le Journal de l'école polytechnique. 

£n général Jai mis quelque soin à discuter les formules , pour en faire 
ressortir tous les cas particuliers. Cette opération , qui est une véritable 
analyse logique , est sans doute ce qu'il y a de plus intéressant dans l'appli- 
cation de l'algèbre à la géométrie ; elle conunence où cesse le mécanisme 
du calcul i elle apprend à interpréter , à lire l'algèbre , à en extraire pour 
ainsi dire toutes les vérités qu elle renferme ; et elle fait disparaître jusqu'à 
l'apparence de sécheresse et d'aridité que Ton croit si communément accom- 
pagner cette science. 

* 2 
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Je désire bien sincèrement que cet ouvrage , tel qu*il est , puisse remplir 
Tattente des jeunes gens auxquels il est plus particulièrement destiné; et 
j'ose l'espérer un peu , puisque déjà il a obtenu l'appui d'un gouvernement 
éclairé , qui attacha constamment beaucoup de prix aux progrès de Fins^ 
truction publique ^ et qui, dans ses soins toujours renaissans , ne voit jamais 
que le plus grand avantage du peuplée heurew qui lui a confié s^çs intéc^ts» 
Içs plus cher§.. 



( ▼ ) 



TABLE 

DES CHAPITRES 



Introduction . Fag. * 



% 



PREMIÈRE PARTIE. 

I>E8 iQV AT I OU 8 PÉTEBMINÉBSv 

CHAP^P'. Quefttions géométriques, résolues en nombre par Talgèbre. à 
CHAP. II. Formules algébriques , construites par la géométrie : prin<^ 

GÎpes généraux ..•• ^ ...«••.••• ^ 22 

CHAP. UL Application des principes à des questions particulières. 29^ 



APPENDICE A LA PREMIÈRE PARTIE. 

TBIGONOMETRIE RECTILIONS. 

Notions préiinùnaires • «.....« S$ 

Prenûer cas de la résolution des triangles» Définition et usages 

des sinus. •...•..» ^â 

Second cas de la résolution des triangles. Définition et usages 

des tangentes^ * . .^ * . ^ . . . • . ^ . . • .. -4& 

Troisième cas de la résolution des triangles : 49 

Des lignes trigonométri(](ues9 en général ^ . .^ 5a 

formules relatives aux lignes trigonométriques« . . • • . 66> 

Notions sur le calcul des tables de sinus , tangentes , etc. • . 6i 

la résolution des triangles par d'autres principes: .. . . 6,6 



mmmm 



■ 



V TABlï DES CHAPITBES. 

SECONDEPARTIE. 

DES ÉfiUATIONS INDÉTEBMINÉBs; 

CHAP. I*. Des principes relatifs à cette partie pa« 76 

CHAP. n. De la ligne droite : équations , construction des* équiitions * 

propriétés de cette ligne ^ * -^ 

CHAP. m. Problèmes généraux relatifs à la ligne droite. . go 
CHAP. IV. Problèmes particuUers relatifs à la ligne droite. . . [ ] jqo 
CHAP. V. De la iraijjformatioji des coordonnées. . . •.' . * * jog 
Changement d'origine et non de direction. .,.*.* . * [ jj ; 
Changement de direction et non d'origine. . . ! . . jqT 
Changement d'origine et de direction .,....'.** 4 *2 
CHAP. VI. De la ligne circulaire :. équations , construction des équa- 
tions , propriétés de cette courbe . . 113 
CHAP. Vn. Propriétés des sécantes, des tangentes, *dei nomales * et 

. des cordes supplémentaires. ... 

CHAP. Tin. Des positions respectires de deux cercles* * * lit 

CHAP. IX. Problèmes relatifi» au cercle. ... 

CHAP. X. Des sections coniques en général ; définitions direwes, équa- 
tions , rappoi-ts de ces courbes entr'elles. . 

CHAP. XL Propriétés des foyers, de k directrice,' dès kyons vec- 
teurs, et des ordonnées . . 

CHAP. XIIv Propriétés des .éeantes , des 'tangente; . d^; nomal'es ! '^' 
et des cordes supplémentaires .... ira 

CHAP. XIII. Des sections coniques rapportées à lêuri diamèti'es* et 
des diamètres conjugués ...... 

CHAP. XIV. De l'hyperbole rapportée à ses asymptotes OQÔ 

CHAP. XV.^oblèmes géométriques relatifs aux sections coniques*. '. 212 
§. i. Décrure ces courbes au moyen de certaines données. . ^ id 
S- 2. Ayant les courbes ,. trouver leurs diamètres , leurs axes 
leurs asymptotes. '217 

J. 3i Ayant les courbes , leur mener des tangentes! ! ! , ! 21 9 



TABlS OSS CRAPITBXS. TÎj 

APPENDICE A LA SECONDE PARTIE 

CHAP. P^. Des sections coniques comidérées^ dans le c6ne et dans 

lecylîridrê ...•....'.'•...•.• pag. 223 

CHAÇ. II. Des sections coniqu.es , tirées dp Téquation générale à deux 

indétenxûnées du second degré. • . . « • ^ « • • . 23& 



SUPPLÉMENT. 

TBIOONOMÉTBIS SrHÉRIQÏÏE. 

Kotioaa préliminaires.^ •..•..»•«« •...•..;. 251 
Recherche de formules donnant les rapports des côjtés aux angles et 

réciproquement ,^* •.,. y^f\ * Mr. H * * i* '1 * * • •^ ^^^ 
Propriétés des triangles sphenq,uesi ^^%^ \\\^ 

1^. relativement à leuis». côtés. ^ ^ . .^ ^ ^ . . . \ \. 257 
2^. relativement à leurs aûgles^ « •• «^ •••#.•• . 2b^ 
3^. relativement à Tinllùence des côtés sur les angles et des an« 
glessur tes côtés; ce qui comprend la résolution de ces trian* 
gies. ».■• • .• »»•-»•••.•...•.••.•.•.• 2dO* 
Premier cas. Etant donnés les trois côtés trouver lea angles «. • • 26i 
SiEcaND CAS. Etant donnés les trois ang4es trouver les côtés. ...» 265 
TRODsxiHE eAS. Etant donnés deux côtés et l'angle compcis, trouver 

i^. Tautre côté , 2^. un autre angle^. • ...••. 2.4S 

QuAjBiSMB CAS. Etant donnés deux angles^et le côté compris^ trouver: 

1®. l'autre angle , 2*. un autre côté. ...*..... ^ 269^^ 

CiNi^mÈMB CAS. Çtant donnés deux côtés et nn angle* opposé à Tun 
d^eux y trouver 1*. l'autre côté, 2**. Pangle opposé au second 
côté donné, 3*. l'angle compris entre les côtéa donnés. .. . 27 1 

Sixième cas* Etant donnés deux angles et un côté opposé à l'un d'eux , 
trouver IV l'autre angle , 2^ le côté opposé au second angle 
donné , 3^ le côté compria entre les angles donnés.. . . .. 274 

Quelques rexnarques^ sur ce qui précède.. •«.•«.«...«. ^^ 276 



ERRATA. 

Page S ligne 3 en remont, j? = . . . lisejz d'où Ton tîrc :^ =» 

7 11 en remont, corde AB lisez c{;r& ^Z). 

19 ,— ,— 15 surface circulaire listée surface sphérique» 

31 9 en reraont. BD' Usez. CD'. 

52 7 . . . ~ 600*8(y lisez, — «W. 

92 —— • 13 ... -jo; lisez- a;. 



ic* ÉHUcIfei* ^^Nctr (^ate 



Remarque. 

J^age iO à la fin. On peut prouver directement que les dénominateurs dé 
ces trois formules ne font qu^un seul et même nombre , et que ce nombre 
est une fonction symétrique -des trois côtés a, &, d; c'est en développant 

< 

et réduisant les quantités qui sont sous les signes radicaux : chacune d'elle 
«tonne ainsi ; • • 

2iï»&* + 2a*t? + 26*cî» — a* — ô* ~ d*. 
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INTRODUCTION. 



1. JL uisôUE le calcul arithmétique et le calcul algébrique peuvent 3*ap- 
pliquer à tout ce qui est quantité , il est évident qu'ils peuvent s'appliquer 
aux questions relatives à l'étendue, c'est-à-dire à la Géométrie. Quand je 
parle de la Géométrie, je n'entends pas seulement les élémens de cette 
science , je désigne par ce mot des recherches quelconques sur les propriétés 
de l'étendue, considérée sous le rapport de ses foimeset de ses dimensions. 
Ainsi la Trigonométrie , les Sections coniques , la théorie des lignes et sur* 
faces de tout genre et de toute espèce , sont ici comprises sous cette déno* 
mination générale. 

2. La Géométrie, envisagée ainsi , a été cultivée avec beaucoup de succès par 
les anciens, avant même qu'on eût inventé le calcul algébrique. Thaïes dt Milet, 
qui vivait six cents ans avant J. C. , peut être considéré comme le plus ancien 
géomètre ; vinrent ensuite Pythagore , Hippocrate de Chio , Platon , Aris^ 
tée , Ménechme , Dinostrate , Euclide , Nicomède , Archimède , Apollonius , 
Pappus^ Diodes et quelques autres. Euclide vivait trois cents ans avant 
J. C. , Archimède deux cent cinquante ans , et Apollonius deux cents ans. 

3. Quant à l'Algèbre , c'est Diophante d'Alexandrie qui passe pour en être 
l'inventeur ; il florissait vers Tân trois cent soixante-cinq de notre ère , en- 
viron cent ans après Dioclès. Elle fut ensuite cultivée par les Arabes , et 
transplantée en Italie vers l'an quatorze cent. Là elle fit de grands progrès 
entre les mains de Scipion Ferreo , de Tartalea , de Cardan , de Louis 
Ferrari^ de Haphaël JBombelli, etc. Enfin f^iète , mathématicien français, 
lui donna une nouvelle foime , vers Tan quinze cent soixante et dix. 

4. Avant Viète on avait déjà essayé d'appliquer l'Algèbre à la Géométrie, 

A 
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c'est-à-dire de traduire en quelque sorte la Géométrie en Algèbre , et réci- 
proquement de représenter par des figures de Géométrie les foiTOules de 
TAlgèbre ; mais ce fut lui qui le premier sut généraliser ces procédés , et 
leur donner un intérêt qu'ils n'avaient pas eu jusqu'alors. 

Cependant on ne s'occupait encore, dans cette application de l'Algèbre 
à la Géométrie , que des équations déterminées ; et ce fut le célèbre Descartes ^ 
qui , cinquante ou soixante ans après Viète , eut la gloire d'étendre cette 
branche des mathématiques jusqu'aux équations indéterminées et à la théorie 
des courbes ; ce qui rendit à la science un sen'ice des plus importants , et 
prépara les grandes découvertes du dix-septième siècle. 

5. Cela posé , nous allons suivre , dans ce cours , la division que nous ve- 
nons d'indiquer , et qui est conforme à la nature des choses ; nous traiterons 
d'abord des équations déterminées , et ensuite des équations indéterminées ; 
ce qui divisera notre travail en deux pai*ties bien distinctes. 
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PREMIÈRE PARTIE. 



DES ÉQUATIONS DÉTERMINÉES. 



CHAPITRE PREMIER. 
Questions géométriques , résolues en nombres par V algèbre. 

N. B. JIl serait difficile de donner ici des règles générales ; il faut s'exercer 
sur des exemples particuliers: leur choix est plus ou moins arbitraire, et 
l'ordre à suivre assez indifférent. 

6. Trouver la distance qu'il y a dun point B où Von se trouve^ Jig. ^^ 
jusqu'à un point G , qui est inaccessible; et cela sans le secours des angles 
et sans les formules de la trigonométrie. 

Prenons une base que nous puissions mesurer (*)", et supposons fait le 
triangle BGD ; pour en avoir un semblable à celui-là , nous imaginerons 
une parallèle EF à la base BD , menée par un point E accessible et pris 
sur le côté DG ; nous aurons , en nommant x la distance BG , et désignant 
les côtés connus par de petites lettres semblables aux grandes lettres des 
angles opposés ; nous aurons , dis-je : 

EF : g :: GF : x; 
alors pour trouver la valeur de EF^ au moyen de deux autres triangles f 
dont elle soit un des côtés , nous prendrons ^é dans Talignement de BD ^ f t 
C dans les alignemens de BG et de j^E , ces points AtiC étant accessibles , 



O Je suppose qu*on connaît Tusagc des jalons et de la chaîne d! arpenteur ; 3i 
.cela n'était pas^ on lirait, avant d'aller plus loin, le q\ 69 ^ où ees instrumens 
sont décrits à roccasion de la trigonométrie* 

Q^uant aux alignemens , ils sont très-Faciles à prendre , au moyen de jalons 
plantés de manière à se recouvrir ou à se cacher les uns les autres. 

A 2 
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et nous mesurerons ^B ou c , jiC ou 6 , £C ou/", et i?C ou a ; nous an* 

rons alors, à cause des triangles semblables CEF, CAB: 

b :c:i/iEFy 

cf 
ce qui doime EF = -r- ; ensorte que la i»:emière proportion devient : 

Mais il est facile de voir par la figure , que GF = or — FB , ou • » • •. • 
:tr + CF — CB^ ou x-^CF — a; on a donc: 

Msdntenant il n'y a plus qu*à trouver Texpression de CF, ce que Ton peut 

faire au moyen des triangles CEF^ CAB qui donnent : 

h i a II f i Cfi 

af 
ensorte que CF = -^ , valeur qu'on peut mettre à la place de CF dans ta 

proportion générale ; qui devient enfin : 

--- : gr :: ar+-r aix. 

h o 

Multipliant les extrêmes et les moyens^ on obtient cette équation : 

cfx , «/^ 

d'où Pon tire : 

Toutes la ligne» ayb^c,fyg,o^ BC, uiC, AB , EC^ BD^ ayant aé 
mesurées , et se trouvant connues , on calculera facilement la valeur de x 
ou de BQ, 

« 

7. £n général, dans tous les {Hroblèmes de ce chaptre, on supposera que 
les lignes connues ont été évaluées numériquement , au moyen d'une certaine 
unité de longueur , et qu'il s'agit de trouver combien il y a de ces unité» 
dans les inconnues que Ton cherche. 

Lorsque Téquation à résoudre sera du second degré , si elle donne pour 
la seconde valeur de l'inconnue une quantité toute en moins , on ne s'arrêtera 

pas à discuter ces sortes de valeurs ^ sur Iesquell«s nous reviendrons plus tard 
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8. Etant donné le rayon étun cercle , trouver là valeur du cétédu triangle 
équUatéral inscrit. ( Géom. Append. Probl. XXIV. Sch, I. ). 

On connaît CA , fig. 2 , et on roudrait trouver AB ; quantités que noua 
désignerons par r et par x. 

Puisque AH côté de l'hexagone est égal à AC ^ le triangle ACH est îsos- 
cèle et CGz=:l CIit=: | r. Mais AG = y'cS* — ?§*, ou , ce qui rerient ai| 

même ; ___ 

|rr = yr* — {r*; d'où l'on tire: a:=:\/3/'*=r>v/3. 

9. Il est facile de voir que si l'on cherchait le côté du carré inscrit , on 
aurait :p*=:r*+r*, d'où Ton tirerait: a?=:rv/2. (Géom. Append, ProbU 
XXV. Sehol. ). 

10. Etant donné le rayon d^un cercle^ trouver la valeur du côté du 
décagone régulier inscrit. ( Géom. App. Probl. XXVI. ). 

Pour trouver gépmétriquement le côté du décagone , il faut diviser le rayon 
en moyenne et extrême raison, cette moyenne est le côté cherché. Eil la 
désignant donc par x et le rayon par r , on a : 

r : X II X i r — x; d'où Tonltire : a?*=:r* — rx; 
et cette équation, pour ne parler que de la valem- en plus de âp (û^ 7)^ 

donne : 

x^=^lr+^/ j^+{rl; 
ce que Ton peut écrire ainsi : 

11. Etant donné le côté d'un polygone régulier Inscrit y trouver le çâti 
dun polygone semblable circonscrit. (Géom. App. Probl. , XX VIL). 

On connaît AB^ fig. 2, et on demande EF; quantités que nous désigne-' 
rons par a et par x. 

Dans le triangle isoscèle ABC , on a les angles et la base y on peut dona 
déterminer le rayon AC^ que nous appellerons r. D'ailleurs les tri^ngle^ 
CAO^ CEH^ donnent la proportion : 

CG : AG :: CH\ EH; 
CjU , ce qui revient au mê me; 

-^, A .. 2ar 

12. Dans le cas du carré, Tangle -^C-ff.est droit, ce qui doime a»^=2r* 
et par conséquent 4i^=^2af^; ensorte que le dénonmwtettr de la fonaolf 



devient \/2a*— a*=:a; d'où a7:=:2£:=2r, C'eat-à-dîrc que le câtéâu carré 
circonscrit égale le diamètre, 

13. Dans le cas du triangle, on a a = r\i/S (n®. 8) ; enaorte que la for- 
mule générale devient alors : 

2r*\/3 
x=z——==:=s2r\/3. 

C'est-à-dire que le côté du triangle équilatércU circonscrit est double du 
edté du triangle équilateral inscrit. 

14« Maintenant, avant d'aborderun problème intéressant, que nous devons 
résoudre , nous allons démontrer , comme un lemme préparatoire , le théo- 
rème suivant : 

Supposons un quadrilatère ABDE^ inscrit dans un (Jercle, fig. 3^, avec 
ses deux diagonales AD , BE ; si Ton mène DG de manière à faire l'angle 
BDG:=iADE , les deux triangles BDG , A DE y ayant , outre ces angles que 
Ton vient de faire égaux, l'angle DBG ou DBE égal à DAEy seront sem- 
blables et donneront : 

AD : AE :: BD : BG ; 
'^d'où Ton tirera : 

^^= AD ' 

D'ailleurs, si des deux angles BDG et ADE^ que Ton a fait égaux, on 
retranche la partie commune , il restera BDA == GDE ; mais les triangles 
BDA , GDE , ont encore , outre ces angles égaux , langle BAD égal à l'an- 
gle BED ou GED , et sont par conséquent semblables ; ensorte qu'on a la 
proportion : 

AD X AB :: DE : GE i 
d'où Ton tire : 

ABXDE 

^^= AD • 

De ces deux équation^ , il résulte , en les ajoutant : 

BG + GE ou SE 3=3 -^ / 

et en multipliant par AD : 

BEy<,AD=zAEXBJ> + AB'X^DE. 

C'«at4-diffe {-^ dam tout quetdrUatère inscrit , le réctangU des cUagoi» 
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haies est égal à la somme des deux rectangles que Ton peut former avec 
les côtés opposés. 

16. Cela posé, on demande de trouver une équation qui exprime le rap^ 
port qu'il y a entre les trois côtés dun triangle inscrit dans tm cercle 
et le rayon de ce cercle; ensorte qu'une de ces quantités étant inconnue y 
on puisse la tiouver au moyen des autres. 

Scit j^BD , ûg^À^ le triangle en question y on demande le rapport qu'il 
y a entre a, bj detle rayon r. 

Four rattacher cette question au lemme précédent , et pour que ie r^yoa 
fasse en même tems partie de la figure , je mène du point £ le diamètra 
JBEy et je joins ^E et DE; alors j ai, par le n*. 14: 

2rb=zjiEXa^DExd. 
Mais, puisque les triangles BjéE^ BDE^ sont dans ce cas rectangles ei} 
jf et en jD , on a : 

AE = y/ 4 r^—d" 
DE — ^/TFHa^; 

quantités que nous ne prendrons qu'avec le signe plus, d'après ce que nout 
avons dit au n^ 7 , et qui ne seront d'ailleurs jamais imaginaires , puisqu'une 
corde comme d ou a n'est jamais plus grande que le diamètre 2r. Mettant 
ces valeurs, dans l'équation précédente, à la place de AE et de DE^ ellii 

devient : 

2rh =a \/ Ar-—d^ -^^ d ^/ Àr^'^a^ . ..(Al). * 

C'est la formule demandée , que nous allons appliquer à quelques cas par* 
tipuliers, 

i 6. r. Etcmt donnée la corde BD ou a dun arc , trouver la corde AB ou 
b du double de cet arc. 

Comme une corde répond toujours à deux arcs , qui en général sont iné- 
gaux , nous supposerons , dans ce problème et les suivans , que chaque cord« 
est rapportée au plus petit des deux arcs qu'elle soustend ; car quand on 
connaîtra un de ces arcs, on connaîtra aussi l'autre, puisqu'ils composent 
cntr'eux la circonférence entière* D'aiUeurs cela simplifiera les résultats , et 
évitera l'emploi du double signe au-devant des radicaux. 

Dans la question actuelle , on suppose les arcs AlB et BD égaux, et par 
conséquent leurs cordes ^ et a sont égales ; déplus &, qui est rioconnuei 
se représente par x ; ensorte que la ionnule ÇA) devient ; 
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2rx œ 2a V4r* — a* > 

d'où Ton tire : 

Si l*on avoît a = 2r , on trouveroit . • . . a? = o ; et en effet quand a ss 2r 
l'arc devient la demi-circonférence ; or la corde de la circonférence entière 
est certainement nulle. 

En faisant a < 2r, si r = \/4r* — a*, on a a; =r a; c'est-à-dire que la; 



corde de Tare double est égale à la corde de l'arc simple. Mais de r=v/4r* — a* , 
on tire &cilement a == rv^3 , ce qui est la corde du tiers de la circonférence 
(n^. 8) ; donc les cordes du tiers et des deux tiers de la circonférence sont 
égales ; ce qui est du reste évident. Il faut remarquer que quand deux arcs 
composent la circonférence entière, leurs cordes sont toiijours égales; mais 
ee n'est que dans ce cas-ci que le second arc est double du premier. 
Si r< \/4r* — a* , on aura a: > a ; ensorte que la seconde corde sera plu» 



grande que la première. Or de r < \/-4r*— a* , on tire a < r\/3 ; c'est-à- 
dire que quand la corde donnée appartient à un arc moindre que le tiers 
de la circonférenc e , celle d e l'arc double est plus grande. 

Enfin si r >\/4Ï^— a*, on aa:<a; et dans ce cas a>rv/3; de ma- 
nière que si la corde donnée appartient à un arc plus grand que le tiers de 
la circonférence , celle de l'arc double est plus petite. 

17. 2^. Etant donnée la corde AD ou b dun arc^ trouver la corde AB 
mi d de la moUii de cet arc. 

. On suppose encore les arcs AB et BD égaux , de même que leurs cordes 
d et a, et l'on demande la longueur de ces cordes. Il faut donc mettre, dan» 
\fk formule (^) , la lettre a? à la place d es lettres d et a; die devient ainsi : 

2rb = 2x\/Àr^—x^; 
divisant par 2 , élevant au carré , et transposant , on aura une équation du 
quatrième degré en x , que l'on pourra résoudre comme une équation du 
aecond degré , et qui donnera (Algèbre d'Emile , n^. 5 1 7) : 

X = y/2r'—\/4f^--r^b^ . . . (B) 
OU par le n^ 619 du même ouvrage: 

x^\/i^+lrb^\/r^—'lrb...(Q. 
Quant aux signes que nous avons mis ici, voyez les obseivations de» 
n^. 15 et 16. Il est du reste facile de voir par (C) qub x sera toujours en 
plu». 

Si 
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Si Ton avait, par exemple, b^=2r^ l'arc de cette corde ne serait autre 
chose que la demi-circonférence , et Ton trouverait, par (-ff) ou par (C), 
;»=3=:r\/2 pour la corde du quart de cercle (n^ 9). 

Si l'on avait ô = r\/3, Tare de cette corde serait le tiers de la circon- 
férence, et Ton trouverait très-vîte, par (^), a? = r pour la corde de la 
sixième partie de la circonférence , ou du côté de Thexagone régulier ins- 
crit. On aurait le même résultat par ( C) combiné avec la règle du n°. 519 
de l'Algèbre. 

18. 3f. Etant données les cordes AB^ BD^ ou à et 9k de deux arcs^ 
trouver la corde AD ou b dun arc égal à leur somme. 
• Il suffit de mettre dans la formule iA) x k\à place de b et Ton a: 



2rx = a y/Àr^ — d* + d \/4r* — a* ; 
d'où l'on tire : _.___ 

Si on avait, par exemple, d=:r\/3 et a=r, les deux arcs proposés 
seraient le tiers et la sixième partie de la circonférence , et l'on trouverait 
x=^2r pour la corde de J + J == |. 

Si on avait d^=^az=:zr v^3 , chacun des arcs vaudrait le tiers de la cir- 
conférence , et Ion trouverait x^sr \/3 pour la corde de |. On obtiendrait 
le même résultat par le n®. 16. 

19< 4^. Etant données les cordes AD^ AB^ ou \> et ai de deux arcs^ 
trouver la corde BD ou a d^un arc égal à leur différence. 

Il faut mettre x k\^ place de a dans la formule C^) et l'on obtient : 

transposant le premier radical, élevant au carré les deux membres, rédui- 
sant , divisant par Ar^ et ordonnant , on a une équation du second degré 
en X , laquelle étant résolue donne ; 

Voyez, pour les signes, les observations des n?- 15 et 16. 

Nos deux arcs n'étant jamais plus grands que la demi - circonférence 
(n^ 16), la plus grande des deux cordes données répondra au plus grand 
des deux ai'cs dont on doit considérer la différence ; soit donc en ^néral 
b > dy on aura visiblement le premier terme de la valeur de x plus grand 
que le second, et x sera en plus. 

Si , par exemple , 6 = 2r et d^sr^ les ai*cs proposés seront la moitié 

B 
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et la V sixième partie de la circoiiférence , et l'on aura xssry^d pour la 
corde de l — S = |- 

Si b=z2r tt d=r \/3 , les arcs pr<^osés seront la .moitié et le tiers de 
la circonférence , et Ton aura a; = r pom* la corde de | — | =^ |* 

Si b:=r\/Si et d^=sr^ les arcs seront le tiers et la sixième partie de la 
drconférence , et l'on aura x=r pour la corde de | — | = §• 

20. 6\ Etant donnés les irais côtés a , b , d , dun triangle quelconque , 
trouver le rayon BC ou r du cercle circonscrit à ce triangle. 

Il Êtut mettre or à la place de r dans la formule (^) et l'on a: 

2bx = a \/Âx^ — ^ + d ^âx^ — a» ; 
transposant le premier radical , élerant au carré , réduisant , divisant par 
Âx , et transposant de nouveau , on trouve : 

d'où Ton tire facilement, en transposant, réduisant et extrayant la racinç ; 

ahd 



X 



wmm 



Observons que le numérateur de cette formule est une fonction symétri- 
que des trois côtés, ce qui ne semble pas avoir lieu dans le dénominateur, 
puisque le côté d manque dans le premier terme sous le radical , et qu'il est 
pris en moins dans le second. Cependant on ne voit pas comment un des 
côtés peut jouer dans la formule un rôle différent des deux autres. Et en 
efiet, si \on carre immédiatement la première équation, en laissant les 
deux radicaux dans le second membre , on aj:rivera , par un calcul un peu 
plus compliqué ^ à ce résultat : 

ùbd 



X 



tt si Ton commençait par transporter le second radical dans le premier 
membre , pour faire ensuite le carré des deux membres , on trouverait , 
après les réductions : 

abd 

y^46*d» — (6^ + i? — a*>** 

Ensorte qu'on peut se servir indifféremment de Tune ou de Tautre de ces 
formules , qui conduiront toujours au même résultat» 
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21. Si le triwgte est rectangle en B^ on a i* sas a» + 4i*; mettant cette 
valeur à la place de ô* dans le dénominat eur d e Tune de ces formules , de 
la seconde par exemple , il se réduit à ^Àa^d^ ou à 2ad ; ensorte que la 
formule elle-même donne , pour ce cas, a?==|6; c'est-à-dire que le 
rayon est alors la moitié de la corde AD. En effet , quand l'angle B inscrit 
est droit , j4D devient diamètre et passe par le centre , ce qui fait que le rayon 
est bien la moitié de jiD. 

22, Etant donnés les trois côtés étim triangle quelconque , trouver sa 
surface et le rayon du cercle inscrit*. 

Soit ABDj fig, 6, un triangle quelconque, dont on connaît les côtés a, 
6, rf, on demande sa surface s et le rayon r du cercle inscrit. 

1®. Pour trouver cette surface, il faut depuis un des angles, comme A^ 
abaisser une perpendiculaire AP sur le côté opposé a, ou sur son prolonge- 
ment, et désignant cette perpendiculaire inconnue par or, on aura; 

il s'agit donc de calculer d'abord la valeur de x. 

Or on a DP = V^ô* — x^ et BP = 'v/d» — a?* , ce qui donne , en désignant 
par b le plus grand des côtés btid: 

a = \/6* — x^ it ^d^ — x^ ; 
et de là on tire , par des calculs semblables à ceux du n^ 20 , ou Tune ou Tau* 
tre des formules suivantes : 

sur quoi il faut observer que la lettre a, qui est au dehors du radical , dési* 
gne le côté sur lequel tombe la perpendiculaire. 

£n prenant successivement ces trois valeurs de or, et les mettant dans (1) 
on obtient: ^ 

c'est l'expression de la surface du triangle. Du reste nous allons transformer 
«e» formulea en une autre qui sera plus avantageuse pour l'application du cal- 

B 2 
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cul , surtout si on veut opérer par logarithmes , et qui se montrera plus sy- 
métrique relativement aux trois côtés. 

£n se souvenant que la différence de deux carrés est égale au produit de 
la somme des racines par leur différence, on. pourra écrire ainsi la pre-> 
mière formule ( 2 ) : 

ce qui est la même chose que : 



mm»^^m^^^^mtmmmmimÊÊmÊmiaÊmÊÊmmimmmifmim^^ 



^=JV^[(a* + 2a6 + 6») — ci»] [d» — (a*— 2a6 + 6*)] ; 
ou que : ^ 

et , par le principe déjà cité : 



s = l\/(a+fb + d) (a + ô — ^) (d + a — 6) (d — a + 6); 
d'où l'on tire , en divisant la quantité sous le radical par 16 y carré de 4 : 

s = x/k(^+b+d). L(a+b — d), l(a+d—bX |c6-hd— a). 
Cela posé, si ronfait|(a+6-hd) ou le demi-périmètre égal à p , on aura 
l{a + b — d) ou l(a-hb + d—2d) ou iCa + b + d) — d^zp^-d; on 
trouvera de même |(a+d — b)=p — ô, et |(ô + d — a)=:;>~a; en* 
sorte que la dernière formule deviendra : 

s=:\/p(p — a) {P'-'b) (p—d).... (S), 
dans laquelle , comme nous le savons ,j9 exprime le demi-périmèti*e , et a , 6 , ^, 
îes côtés. On trouverait le même résultat au moyen des autres formules (2\ 

2®. Maintenant si depuis le centre Cdu cercle inscrit, on mène C!^, CBy CD^ 
on décomposera le ti'iangle principal en trois autres CABy CBD , CDA^ et la 
somme de leurs surfaces vaudra celle du triangle principal. Pour calculer ces 
surfaces , on abaissera sur les bases AB^ BD , DA^ les perpendiculaires CE^ 
CFy CGy qui seront des rayons, et Ton aura CAB :=:.\rd ^ CBD ^=:^\ra 
CD A = I rô ; ajoutant Ton obtiendra : 

j=sjr(a+t + d) = r/>, 
Gt par conséquent , 

r =— •••• (4); 

#u ce qui revient au même : 

' 23. Du reste la formule s=rpy nous apprend que si l'on connaît le rayon et 
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le contour I on peut trouver la surface en multipliant le demi-contçur par le 
rayon ; et la formule /•==■£. nous dit que si l'on connaît la surface et le contour, 
•n peut trouver le rayon en divisant la surface par le demi-contour. 

24. Si le triangle ABD est rectangle en -< , on a a* =5 6* + 1?* ; mettant cette 
valeur de a* dans Tune des formules (2) , par exemple la dernière, on trouve : ^^ 

c'est-à-dire qu'alors la surface vaut la moitié du produit des deux côtés de TanV 
gle droit ; ce qui est d'ailleurs évident , puisque l'un est la base et l'autre I9 
hauteur. 
Mais si l'on met cette valeur de s dans (4) on a : 

bd bd 

2p "^ a + b + d' 

Or en écrivant le dénominateur ainsi , (ô + ^)-t-a, on peut le considérer 
comme la somme des deux quantités 6 4* <:? et a ; donc si on le multiplié par la 
différence de ces mêmes quantités ou par (6 + d) — a, on aura 4u produit là 
différence dçs carrés de ces quantités ou ô* + 2bd + cP — a* ; ce qui revient 
è^*+26rf4-d*— r6*--<i*ouà26rf.Ainsi(a+ô + d)(6+£f — a)=z=2M; 
et par conséquent 

d'où il résulte que • 

r = |(6 + rf — a)=p — a. 

Si le triangle était rectangle en ^ , on aurait ô* == a* + d* , substituant dan<) 
la seconde formula ( 2 ) on aurait Szx^\ad^^t ensuite rzrsp^^^b, 

Enfin s'il était rectangle en Z>, on aurait d* = a* -f-6*, çt l'on obtiendrait, 
par la première formule ( 2 ) , j = i oô , d'où l'on conclurait r=p — d. 

C'est-à-dire qu'en général , dans le triangle rectangle , la sur/ace waut le 
demi-produit des deux cétés de T angle droit , et le rayon vaut le demi-contour 
moins t hypoténuse. 

Nous allons trouver encore cette valeur du rayon , par un calcul particulier. 

26. Etant donc donnés les trois côtés dun triangle rectangle ^ trouver Wftr 
médiatement la grandeur du rayon du cercle inscrit à ce triangle. 

On connaît les trois côtés a^b^d^ Rg. B^du triangle JIBD , rectangle en if , ^ 
et on demande CE ou a?» : . 

On sait que la ligne AC partage l'angle A en deux parties égales ; chacune 
d'elles vaut donc un demi-droit. Il »uit de là que lelriangle ACE^ rectangle en 



\ 
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j5, est iRorèlp et donne C£ ou 3? = ^i?; mal* 4E^=^AQ^ to«t comme 
SE=^BF et hQ^=^DF; appelant donc le périmètre eçtier 2^, on a CE ou 
^£ ou 

d-oû Ton tire : 

X = p — ^ a» 

Ainsi le rayon est égal à la moitié du périmètre du trUmgîe moins Thy^ 
pûténuse ; ou ^ ce qui revient au même , il vaut la moitié de la somme des deux 
côtés de Tangle droit moins la moitié de Thypoténuse. On peut donc facilement 
le calculer. 

Si par exemple les deux côtés de Tangla droit étaient de 3 et 4 pouces et 
l'hypoténuse de 5 , le contour serait de 12 , sa moitié de 6 , d'où retranchant 
l'hypoténuse 5 , il resterait 1 pouce pour la longueur du rayon, 

26, Etant donnés Vhypotënuse d'un triangle rectangle] et le rapport de ses 
deux autres côtés ^ trouver sa surface. 

Soit «1 fig. 5f l'hypoténuse du triangle, et représentons les deux autres 
côtés inçQnnus btid par x et par y ; enfin supposons que Ton ait ; 

xxyw m : n , 
les deux nombres m et n pouvant varier, pourvu que leur rapport ne change 
pas et soit connu. 

ton tire de cette propprtion ; 

m 
eiisorte qu*un des côtés de Tangle droit étant x , l'autre est^ a?; ce qui donne 
pour l'expression de la surface s , cette première équation en x : 

2m > ^* 

d*un autre côté , onaa?' + 2/*==a*, ou 

m* 
équation dç laquelle on tire : 

substituant cette valeur dans (B) , on obtient : 



Si on Youlait calculeir la valeur des côtés de Tt^glt droit , on prendrait a? 
dans ( C ) et substituant dans ( ^ ) , on aurait : 

ma 



X onb 



^ m» + ;i* 



y ou c? = ■ " ' 



..-. (£) 



v/ m* + n* 

Enfin si l'on prenait la moitié du produit de ces devx quantités , on retrou- 
yerait l'expression de la surface ou ( 2) ) , comme on le voit d'un coup-d'oeil. 

27. Si le triangle rectangle était isocèle, il feudrait Mre n = m et les for- 
mules (£) et ( Z) ) donneraient ; 

Ccst*à-dîre que la surface dun triangle rectangle isfôcHe , éH lé quart 
du carré de T hypoténuse ; ce qui est d'ailleurs évident, 

28. Etant donnés la somme des trois côtés d*un triangle quelconque , et 
les rapports qu'ils ont entr^eux , trouver ces ctUés^ 

Soient les trois côtés inconnus ic , y et z , désignons par 2p leur somme coin 
nue ou le périmètre du triangle , et supposons que l'on ait : 

iv:l::y'efn::atn^ 

^ en conclura : 

l+m-^nix+y + ziiliXf /+/n4-nfa?-f-j/4^:5::;?Ky, 

d'où Ton tirera, en mettant 2p à la place de a; + y -+--f et 2k à la place de 

l+m^p\ 

pi pm pn 

Si on veut alors la surface du triangle et le rayon du cercle inscrit , ôxi 1^ 
calculera par les formules du n^ 22. 

29. Etant donnés le périmètre dun triangle rectangle et le rapport de 
T hypoténuse à la somme des deux autres eâtés^ détenniner la sur/ace du 
triangle^ 

Soient x l'hypoténuse , y et z les deux autres côtés , et ^ 1» surface cb^i^ 
4ihée^ on aura d'abwcd ^=:|â:y. Mais puisque nous ço^z^aîssons I9 rap» 
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port de rhypoténuse à h somme dea deux autrea côtés , supposons que 
Ton ait; 

on en tirera : 

m m* 

mettant à la place de y*+z* le carré de l'h/poténuse a;*, transposant, ré- 
duisant et divisant pa^ 4 , on obtiendra : 

layojxs^ — :^ — (Jo?*) ..-. (3). 

Cherchons donc à présent la valeur de x* pour la substituer ici. La propor* 
tion (l) donne : 

d'où Ton tire , en désignant par 2p le contour connu x^y + z: 

a? = --~r- (4); 

faisant le carré , prenant le quart , subsituant dans ( 3 ) et réduisant ^ on obtient : 






P'^ 



Observons que nous avons trouvé outre la surface s , Thypoténuse x ; cher- 
chons aussi les autres côtés y et z. On a d'abord ^ par la propriété du triaa*- 
gle rectangle 9 et par (4): . . ' 

d'ailleurs (2) et (4) donnent: 

2p. n 

élevant au carré et égalant les deux valeurs de z^ , on aura ime équation du 
second degré en y ^ laquelle étant résolue donnera : 

y=i — Ç — (n±v'2m* — nO. 

7H + W 

Et comme les équations qui ont donné les deux valeurs de z^ , que Ton m 
égalées pour éliminer z ^ sont les mêmes pour z et pour y ^ si Ton eût éliminé 
y au lieu de 2^ ^ on aurait obtenu pour z les mêmes valeurs qu'on a obtenues 

pour 
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pour y ; endorte que ces deux valeurs sont celles des deux côtés désignés im* 
différemment par y et par z, 

30. Trouver la surface et les côtés x ^f jr , fig- 6 , d!un rectangle , dont on 
ne cannait que le contour c et la diagonale d, ^ ♦ 

H est évident qu'on a les équations : 

x + y = lc....iA),' x^ + t/^=:d^.i.. (B); 

la première donne, en la carrant, pour avoir un terme^, qui exprimera la' 
surface: 

d'où Ton tire , au moyen de C-^ ) : 

2xy=ric^^-(cc^ + y^) = lc* — d^; 

et en divisant par 2 : 

xyo\xs = lc^ — Id* .... ( C). 

Cest-à-dire que la surface dun rectangle vaut la huitième pcurtie du carré 
du contour , moins la moitié du carré de la diagonale. 

Maintenant si Ton met à la place de y dans r C ) la valeur de cette lettre 
prise dans (A^y ou |c — <ap, on aura une équation du second degré en x, 

qui donnera : 

x=^\c±:\/id* — iiC^....{D). 

On trouverait le même résultat pour y si Ton mettait dans (C) la valeur de 
X prise dans ( -^ ) , pai-cè que ces deux équations {A^ et ( C ) sont sjmé» 
triques en x et en y; d'où il résulte que la première de ces deux valeurs ap- 
partiendra au plus grand côté , et la seconde au plus petit. 

31. Si l'on suppose que | eP = J^ c* , on aura, au mo/çn de ( J5 ) et d'après 
ce que nous venons de dire : 

a7=»Jr, y^\c; 
c'est-à-dire que chaque côté vaudra la quatrième partie du contour ; ce qui est 
leras du carré. 

Or cette équation |c = a?, doiine ^^=a^, mettant cette valeur dans 
|d*=r^£r*, ona|d* = a:*; d'oi\ l'on tire d* = 2a;* et ^f = or v'2 ; ce qui est 
le principe de la diagonale incommensurable avec le côté du carré. 

D'ailleurs en supposant ^ c* = | d* , on a | c* = d* ; mettant donc dans 
( C) cP à la place de | c* , on trouve : 

^=:d*~{d*=:|d*; 
c'est-à-dire que la surface dun carré vaut la moitié du carré de sa dior 

C 
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goiiaU ; ou que si Ton construit un carré sur la diagonale dun autre eam/, 

eelui-là est double de celui-ci. ( Géom. Liv. IV. Th. IX. Cor. IV ). 

32- Trouver les rapports de la surface de la sphère avec les sur/aces la^ 

térales et totales , soit du cylindre droit circonscrit , soit du cône équilatéral 

aussi circonscrit. 

Désignons par 2r le diamètare de la sphère , et par 1 : » le rapport général 

du diamètre à la circonférence du cercle , on aura d'abord 1 : «* : : 2r : 2 «r r 

et de là on conclura : 

Circonférence de la sphère . . . 2 «■ r , 

Surface d'un grand cercle » r* , 

Surface de la sphère 4 */•*. 

Le cylindre circonscrit a poiur base un grand cercle de la sphère , et pour 

hauteur le diamètre , ainsi : 

Surface latérale du cylindre .•.2irrX2r = 4^r*, 

Surface totale ..4*r* + 2*r*==6«' /*. 

Le cône équilatéral circonscrit a pour diamètre de sa base , tout comme pour 

apothème, 2r\/3 (n*, 13), il faut donc faire 1 :»::2rv^3: 2 «rry^S, et To» 

aura: 

Circonférence de la base ... 2 » r v^3, 

Surface de cette base 3*r*, 

Surface latérale du cône . • . . 6 v /^ , 

Surface totale du cône . ....Q^r^. 
Nous pouvons conclure de tout cela: l^ que la surface de la sphère est 
égale à la surface latérale du cylindre droit circonscrit ; 2^. qu'elle est les 
deux tiers de la surface totale de ce cylindre , et aussi les deux tiers de la 
surface latérale du cône équilatéral circonscrit ; ensorte que la surface totale 
du cylindre est égale à la surface latérale du cône; 3^. que la surface laté- 
rale du cône est double de la surface de la base , et qu'elle est les deux tiers 
de la surface totale ; ensorte que ces trois- surfaces sont entr'elles comme 
1 , 2, 3; À^. que la surface de la sphère est à la surface totale du cône comme 
À est à 9- Les surfaces totales des trois corps sont donc entr'elles comme les 
nombres 4,6,9; ensorte que celle du cylindre est moyenne proportionnelle 
entre les deux autres. 

33. On trouverait de la même manière que les surfaces de la sphère, du 
cylindre droit inscrit (*^, et du cône équilatéral inscrit, ont pour exprès- 



Ç*) J'entends celui dont le diamètre de la base est égal à la hauteur. 



/■ 
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sion 4 ♦ /•* , 3 * r* , I * r* ( n***, 8 et 9 ) , et sont entr'elles comme les nombre* 
16 , 12 , 9 ; ensorte que la surface totale du cjlindre inscrit est aussi moyenne 
proportionnelle entre celle.de la sphère et celle du c6ne équilatéral inscrit. 

34. Quant aux volumes de la sphère , du cylindre droit circonscrit , et d« 
cône équilatéral circonscrit, on trouvera facilement qu'ils ont pour expres- 
sion I^H, l^^'? \^^^i ^l^ sont donc aussi entr'eux comme 4, 6, 9. 

Mais les volumes de la spKère , du cylindre droit inscrit , et du cône équila* 
téral inscrit, ayant poui* valeur f«^r*, f»r^y'2, |»r*, leurs rapports ne 
sont plus les mêmes que ceux des surfaces de ces corps. Cependant la solidité 
du cylindre est toujours moyenne proportionnelle entre les deux autres. 

35. Ne quittons pas encore la sphère ; supposons que le secteur circulaire 
ACD y fîg. 7, tourne sur AC^ il décrira un secteur sphérique CDAE^ dont 
i^ous allons rechercher le volume. 

Or il est évident, par les n*. 45 et 38 du Lîv. X des Elément de Géomé- 
trie , r. que le volume de ce secteur est égal à la surface iMMMM décrite 
par l'arc AD^ multipliée par le tiers du rayon r; T. que cette surface elle- 
même est égale à la circonférence d'un grand cercle de la sphère , multipliée 
par la ligne AL y que l'on détermine en abaissant DL perpendiculairement 
sur AC. Nommant h cette ligne AL y on aura donc : 

Circonférence d'un grand cercle . . . 2 ^r /• , 
Surface sphérique décrite par AD .. .2^rh, 

Solidité du secteur sphérique \^r^h. 

On voit par là que si Ton compare les volumes de deux secteurs d'une même 
sphère, appuyés sur des calottes dont les hauteurs sont A et A' , ces secteur* 
seront entr'eux comme les hauteurs des calottes. 

36. Cherchons maintenant le volume de la calotte décrite par ADL. 

Il est évident qu'il est égal à celui du secteur sphérique , moins celui du 
oône droit décrit par CDL. Or le volume de ce cône vaut sur/aee DL X f CL ; 
d ailleurs DL est moyenne proportionnelle entre AL et LB ^ ou entre AL 
et AB -— AL y ou entre /i et 2r — - h ; ainsi DL =: \/2Ur —^ /t* ; ce qui donne : 

Circonférence de DL 2 «r y' 2rh — h^ , 

Surface de DL «•(2^/^ — ff)y 

Volume du cône |«r(2rA — /i*) (r — h)^ , 

Volume de la calotte , réduct*. fkîtes . . . ^h^(r — J /i ). 

37. Si on voulait avoir le volume du solide décrit par DL CG , en supposant 
le rayon CG perpendiculaire sur ^IC, il faudrait de la demi-sphère décrite par 

C2 
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,-^CG^ sowtraîrc la calotte décrite par jiLD. Mais pour faire cnti-er dans 
rexpression de ce volume la hauteur CL de la zone en question , U faudra 
nommçr cette hauteur i, et mettre, dans le volume de la calotte, r— i à la 
place de h. Cela posé on aura : 

Volume de la demi-sphère Cn^ 34) f ^''S 

Volume de la calotte (n^ 36) f »(2r5— 3£r*4-iOj 

Volume de la zone décrite par CLDG, réduct*. faites •..«•( ir* — | i' ). 
38. Maintenant il sera facile de trouver le volume de la zone décrite par 
PLDM; il suffira pom* cela de retrancher du volume de la zone précédente , 
celui de la zone décrite par CPMG , dont on suppose la hauteur CP dési- 
gnée par k. Or ce volume égale , par ce qui précède , ^ (kr^ — | ^^ ) ; on 
.aura donc, pour celui de la zone de PLDM: 

ir(i/^— Xi») — »(A:r»— |ft3)5 quiseréduit à*[r*(i— *)+f(*'— ^O]. 
Mais pour ne laisser dans cette expression que des lignes qui appartiennent 
à la zôneV faisons PL=:ly, PM=zm^ DLz=zn^ nous aurons d'abord •... 
i = ft + / ) et si nous mettons cette valeur à la place de i dans la formule 
précédente , elle deviendra , après les réductions : ^ 

»/[(/•* — *»)~W — i^]. 
Or r^ — k'^Cr+k) ir-^k):=BPxP^ = P^ = m.'' ; donc la,fonnule 
peut encore s'écrire ainsi: 

*Z(m» — W— |P); 
et il ne reste plus qu'à voir ce que vaut kl exprimé en /, m , n. 
• Puisque r- — A:* s=s m* , on a r* = m* + ^ > mais , d'un autre côté , le triangle 
CiZ) donne r*=rn*+î*, et parce que £=*+/, onar>=n* + **+2W4-^; 

égalant la première et la dernière valeur de r* , on trouve « 

m*+/c?=n*+A*+2it/+/*; d'où Ton tire, après les réductions:^ 

W=|(m» — M* — P); 
mettant enfin cette valeur de kl dans la formule, elle devient, calcul fait: 

è»/(3m» + 3n*+7*). 
Cette expression étant indépendante du rayon permet de calculer la soli- 
dité d'une zone , lorsqu'on connaît sa hautem* et les rayons de ses deux bases. 

Remarquons que l'on peut encore écrire ainsi cette même formule : 

|(*m»7h»n*)/+è'^- 
On voit alors que «• m* et «• n* sont les surfaces des deux bases de la zone , 

dont / est la hauteur , et que J «• P est le volume d'une sphère qui aursdt 

pour diamètre la hauteur l de la zone. On peut donc dire, comme Legendre, 
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^ut la solidité dune zone a pour mesure la demi-somme des bases, mulli- 
pliée par la hauteur , plus le volume dune sphère dont cette même hau- 
teur serait le diamètre. 

39- Du reste , pour que la zone devienne une calotte , il n'y a qu'à sup- 
primer la base supérieure , ou faire n := o ; alors la formule précédente se 
réduit à ceci : 

Or il est facile de voir que le premier terme est le demi-volume d'un cylin- 
dre droit , qui aurait pour base la base 'de la calotte ou m , et pour hauteur 
celle de cette même calotte ou /; quant au second terme, il n'a pas changé. 
On peut donc aussi dire , avec Legendre , que le volume dune calotte vaut 
la moitié dun cylindre de même base que la calotte et de même hauteur 
qiCeUe , plus une sphère dont cette hauteur serait le diamètre. 

Mais cette règle s'accorde-t-elle avec la formule du n^. 36 ? C'est ce qu'il 
faut examiner. 

£t d'abord , si dans cette formule on met / au lieu de h , pour représen- 
ter la hauteur AL , on a : 

ensuite le triangle CDL donne r* = m* + (r -^ /) * , parce qu'actuellement 
JpZr = m et AL z=:l^ et de là on tire : 

mettant cette valeur dans la formule précédente , on trouve ^ après toutes 
les réductions : 

ce qui montre Faccord du n*. 36 avec celui-cL 
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CHAPITRE IL 

Fonnules cdgéhriques^ cofulruUes par la géométrie : principes généraux. 

40. Oi J'on a la formule a7 = a + 6, dans laquelle a et fr représentent 
des lignes droites données , dont il faut trouver la somme , il pourra arrîrcr 
deux choses ; ou ces lignes seront données en nombres et rapportées à une 
certaine unité , comme si Ton parlait d'une longueur de iO pieds, de 8 pou- 
ces , de 5 décimètres , etc. j^ ou ces lignes seront , pour ainsi dire , matéiîel- 
lement données , par exemple , tracées sur le papier , sans être numérique- 
ment évaluées. 

Dans le premier cas, la valeur de x pourra se trouver par une opération 
de calcul , et c'est ainsi que nous avons supposés résolus les problèmes du 
chapitre précédent. Dans le second cas , il y aura lieu à ce que Ton ap- 
pelle une construction géométrique^ qui fera connaître la valeur de a: , 
et Ton voit bien qu'il suffira pour cela de inettre bout à bout, et dans une 
même direction , les deux lignes a et b. 

On construira tout aussi facilement l'équation a? = a + 6-f-c-f- etc. 

Quant aux soustractions de lignes , il est évident qu'elles se font par des 
superpositions , et nous n'avons rien à ajouter à cet égard : on voit bien 
comment il faudrait constiiiire ces formules ,, x=za — b^ x=:a — b — c, 
a: = a + 6 — c, etc. 

Du reste , je ne prends ici que des termes d'une seule lettre chacun , et je 
ne donne point d'exposans aux lettres , et cela pour ne pas mêler avec l'ad- 
dition et la soustraction des opérations différentes , que nous allons succes- 
sivement examiner. 

ÀL Si l'on avait à construire la formule a: = ai, il faudrait bien se souve- 
nir de tout ce qui a été dit ,-^ dans la Géométrie, de la prétendue multiplica- 
tion des lignes (Voyez Liv. III. n^ 11 avec la note. Liv. IV. n^. 3, 11 , 13, 
14, 15); on comprendrait alors que si les deux lettres a et ô représentent 
réellement deux lignes, leur produit ab ne peut être que le rectangle de ces 
lignes ; dans ce cas x serait une surface. Mais si , par la question qui a domié 
la formule, x doit être une ligne, comment accorder ces choses? Il n'jr a 
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« 

qu'à supposer que x est multiplié par une certaine ligne prise pour unité , et que 
nous désignerons généralement par /; alors Téquation deviendra te = ^^6 , et 
donnera la proportion I:a::b:x. Construire Péquation dont il s'agît , pour 
trouver x , ce n'est donc autre chose que chercher une quatrième propor- 
tionnelle aux lignes l^aeib; et c'est ce que Ton sait faire géométriquement 
(Géom. App. Probl. XV). 

Si Ton avait x =: abc , on supposerait x multiplié par /• , et l'on aurait à 
construiie : 

l*x:=:abc ou a? = — — - 

On ferait d'abord : 

l:a::b: une 4**. ; 

et cette quatrième proportionnelle vaudrait •* ; ©n ferait ensuite : 

/ : — j- : : c : une J^^, ; 

, . abc 
et cette quatrième vaudrait — y^- ou x. 

On voit donc comment il faudrait construii-e x = abcd , x = àbcde ete. 
Et si l'on avait :r = (a + 6) (c + d), a: = (a + 6) (c — d), etc., ce ne 
serait qu'une combinaison des opérations précédentes. 

42. Si les lignes à multiplier étaient égales , ou si la formule à construire 
indiquait une élévation aux puissances, au lieu d'une simple multiplication, 
on opérerait à peu près de la même manière : ainsi x=iaa donnerait Ix = aa 
ou l:a::a:x; ce serait donc une troisième proportionnelle à chercher 
au lieu d'une quatrième ( Géom. App. TrobL XV. Schol. II). 

D'après cela x=:aaa donnerait Ux<=raaa^ ou Ar = -^^^ , et l'on ferait 

d'abord : 

lia:: a: une 4*^., 
qui vaudrait S; on ferait ensuite : 

. aa 

lia::-^: une 4^., 

qui vaudrait ^ ou ar. 
£t ainsi de suite. 

Il est donc clair que x=:a^ + 2ab + b^ oux=:(a^b) (a + 6) don- 
nerait / : a+ 6 : : a + A : a? ; et Ton voit bien comment il faudrait constiuire 
xz=a^+3a^b+Ôab^+b^ oux=2{a + by; etc^ 
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43. La formule étant a?=r — 9 on écrira d'abprd bx = alj ce qui donnera 

i:a::l:x; l'inconnue est donc encore ici une quatrième proportionnelle. 

ab 
Si Ton avait x=: — , cela donnerait cx=zabtt c:a::b:«; Qtèi Ton avait 

c 

a 
«?=-T^ , on {crBitbcx=:aU^ ce qui rentre dans les cas précédens« 
oc 

44. On Toit du reste que les additions et soustractions de lignes ne mérî« 
lent pas qu'on s'y arrête , à cause de leur simplicité , que les divisions ren- 
trent dans les multiplications , et , réciproquement , que les multiplicutîoha 
rentrent dans les divisions. Occupons-nous donc encore un peu de ces der- 
nières.. 

45. Prenons x=z ^ — , ce sera la même chose que : 



m • 



cLbc def ghi 

mn mn mn 

quantité qui se construira facilement par tout ce qui précède. 

abc + def 
Que Ton ait ^ = — : ; — , c'est la même chose que : 

abc + def 



î^c'ï+t) 



et si Ton prend une ligne m égale à A -] , ce qui est facile à trouver, la 

formule à construire deviendra : 

abc + def 

^^= — 'z::r~^ 

gm 
et rentrera par conséquent dans la précédente. 

46. Ces procédés, dans de certains cas, peuvent se simplifier; en voie! 
des exemples. 

Soit X = • , au lieu de préparer cette formule ainsi l 

m-^rn 

. \ ab , bc , . bCa + c) • j- 

-& = — H — ' — -— , on écrira ar=2 ; , ce qui donnera. • - 

, m + n m + n m-rn 

m'^n\a^€\:b:x. 

S«t 
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aa *^ bb eut bb 

Sok a? =s , au lieu d'éciîrc x =. — >•-'— — , on fera ...... 

m mm 

= -^i — — — , dou Ion tirera m:a + 6::« — b:x. 

m 

. • <• 

abcc-^aabb , , * , 

Soit enfin Jt?= — , c est la même chose que 

abc + ccc. 



■»• -» 



donC| 



nb / ce — ai V ab / c ^ v 

^ ~ ~\ ab + cc / ~~ vlT+^c / 



ai ^ ab ah 

i? e C 



AI. Puisque nous avons déjà vu les élévations aux puissances (n^. 42 )| 
▼oyons donc à présent les extractions de racines. 

• a?=^\Ax donne a:* = a ou ir*=:a/, d'où l'on tire l:xi\x:a. Cette 
construction se réduit donc à trouver une moyenne proportionnelle entre / et a 
( Géom. App. Probl. XVI ). 

x^=^ab donne a:* = a6 , puis aixi'.xib; ce qm est la même cons- 
truction que la précédente. 

x-^^f^abc donne x'^z=:.abc^ ou lxx=zabc^o^3cx=z(j~\ c; on fera 

donc ^ \x::xzc. 

^ X = \/a + b + etc. revient à rr = \/m , tout comme x = ya^-^^^b^-^etc. 

a: = v (ût+ô) (c- — cî) efc. fev'.ent à x:=i^mn etc. 

X == \/a6 + 6c est la même chose que x =3 ^b ( a + c ) , et revient «i 



» » 



aîs^/oa + ^c est la même chose que a: = \/a(a+-7 ), et revient 

aussi à ^mn. On cherchera donc d'abord une ligne égale à i£ , on l'ajou- 

bc * 

tera avec la ligne a , pour avoir a + — , et l'on prendra enfin une mo/eiïne 

a 

proportionnelle entre a et a + 



a 



x^=^ab + cd est la même chose que ^==l/a(6Hhv^> ^^ ^ ^^^' 
tre dans le cas précédent» 

D 



i 
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scr;^y/ab + cd — ^/revient kx=t V^ (* + -;; t^î on cliercîi«-a 

donc d'abord une ligne m=:6 + ---— — , et on n'aura plut qu'à cons* 

x^=zy/am. 
x = \/ ^ revient à y^m, tout connue a?=î=\/|., parce que^=^ . 



▼ m+n T ^in+»/ * ^m+n^^ 

tre dans la formule a? = y^S^HhSi, 

48. Pour construire x — \/a* + 6* , on pourrsût faire a: = \/^ C <at H — ^ ) # 
ce qui reviendrait aux formules précédentes ; mais il est facile de voir que 
X est ici rbjpoténuse d'un triangle rectangle dont les côtés de l'angle droit 
sont les lignes a et 6 ; ainsi la construction se lurésente d'elle-même. 

Pour construire a? = \/a* — 6*, on pouiTait faire 37 = v( a+i ) ( a — b) ; 
mais il est clair qu'on peut aussi considérer x comme un des côtés de l'an-^ 

;le droit d'un triangle rectangle , dont l'hypotëuttee est a et l'autre côté b. 

\i Ton décrit donc un cercle sur la ligne £E, égale à a y prise pour dia« 
mètre > fig. 4 » que l'on porte ensuite en B^ la ligne b ^ comme corde de 
ce cercle, et que l'on joigne j4E , ce tte dernière ligne sera a?; car l'on 
aura a:*==a*-— i* ou x = \/a^ — 6^ 

Si l'on avait x = y^a* + 6* + <?* + ^. 9 an Ken de procéder comme dans 
le n*. 47^ on prendrait Aff^ % 8, égale à a, l'on mettrait £C^ é gale à b^ 
i angle droit avec jÉffy et joignant AC^ cette droite vaudrait \/a*-h6* ; 
inettaqt ensuite CZ?, ég ale à g, à an gle droit avec ^C, et joignant j4D » 
te tte droite va udi^it \/a^ + ô* + c* ; on continuerait de même pour avoir 

^a* -h 6* + ^* 4- «<^ ou X. 

Dans le cas où il y aurait sous le radical des carrés en iBoins , on ferait , 
par ce qui précède, la somme des carrés en plus, puis celle des carrés en 
moins , et l'on n'aurait plus à construire que la formule y^m* — n*. 

49. Il est à remarquer qu'on peut ramener aux, formes du numéro préi* 
cèdent toutes l es quantités radicales du second degré : si l'on a, par exem* 
pie , x = ^ab + cd — ef^ on pourra chercher d'abord une ligne m égale 
à \/ab , une ligue n = ^cd^ et une ligne p = ^ef; on aura alors m^=zàb^ 
n* = c d et ii^:=zej; e nsorte que la foiinule à construire deviendra 



. 50, Voici maintenant deux expressions un peu composées sur lesqueÛes os 
pourra s'exercer. 
Supposons d'abord : 



si l'on prend une ligne m==\/c*-jrcl^ et une ligne n = \/ab -\- cd y am 
aura m* = c* -4- f^ » ti r? ^=ab -^ cd ; ensorte que la formule deviendra : 



En prenant alors une ugne p = , on aura pr = — — ; et il ne restera 



n n* 



plus qu'à construire x = \/a^_—^p\ 



Supp osons ens uite x = \/a* + b \/c* — df; on prendra une lig ne • . , 
m = \^c^ — d* , et l'on n*aura plus qu'à construire x = \/a^ + 6m. 

5i. Prenons enfin l'équation générale du second degré x^ dzP^ it 7 = o» 
mais pour être sûrs que x n'ait aucune valeur en moins , râleurs dont nous 
nous occuperons bientôt , prenons-la sous cette forme a;* •— /lo? — - qr = o ; 

elle donnera: ' 

^ = îP + \/iA^* + ^. 

Je n'ai mis au r&dical que le signe plus , toujours pour éviter les valeurs 
en moins. 

Cela posé , on cherchera d'abord une ligne t = x/ql , et l'on aura • • . • 
t^ =zql=zg; ensorte qu'on n'aura plus qu'à construire 

x=:lp+x/T[p7+K 

52. Il résulte de tout ce que nous avons vu dans ce chapitre , que les équa- 
tions déterminées du premier degré peuvent se construire par des intersec- 
tions de lignes droites ; et que pour consttiiire celles du second degré on n'a 
besoin que de la ligne di*oite et du cercle. Quant aux équations de degrés . 
plus élevés, il faut en général faire usage, pour les construire, de courbes 
qu'il est difficile de bien choisir et de décrire ; ensoite que les méthodes pu- 
rement algébriques sont , dans ce cas , bien préférables. 

Cependant les radicaux du 4**. degré, du 8°". degré , etc. , rentrent encore dans 

les méthodes précédentes. Pour construire a; = \/a , on prendra une ligne 

m=:v^a (n^ 47), et l'on awra /n* = a et :r = y m* =: >v/m. 

D2 
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Si Ton ar^t ar = yab , on chercherait un ligne m = y oft ( n*. 47 ) , et 
Ton aurait m^ = ab et a? = \/m* =? y m. 
Si l'on avait x=^yabc^ on chercherait tme ligne in:=z\/abc (n*. 47), 

4 2 

et Ton aurait m* = aôc et a? = y '^^ = V^- 
£t ainsi de suite. 

Si la formule était x = \/a^b* , il est clair qu'on aurait , par une simple 

a 

séduction , x = y^ai ; ce ne serait donc pas proprement un radical du qua- 
trième degré, 

8 4 , 

>Si Ton avait x = y a , on chercherait une ligne m = y a , et Ton aurait 

8 a 

fn^=:a et a? == y'm* = y m. 

8 4 , 

Ayant x = yab , on chercherait une ligne m = yab , et l'on aurait . • . 

s a 

rn}=zab et a? = ym* = yOT. 
£t ainsi de suite. 
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CHAPITRE III. 
application des principes à des questions particulières» 

63. %/ns droite étant donnée, on demande de la diviser en moyenne 
et extrême raison ; c'est-à-dire en deux parties telles que la plus grande 
soit moyenne proportiormelle entre la ligne entière et la plus petite partie 
( Géom; App. Probl. XVII ). 

Soit la droite donnée a, et sa plus grande partie inconnue x; la plus pe- 
tite partie sera a — Xy et YoneLursL a:x::x:a — x; d'où l'on tirera . . . 
^a = a* — ax. Enfin résolvant cette éq uation on obtiendra : 

x = — lazt\/à* + la*. 

54. Maintenant si la droite a est donnée en nombres , nous aurons la ra- 
fcur ou les valeurs de x en mettant à la place de a le nombre que cette lettre 
représente , et en effectuant les opérations de calcul exigées par la formule. 
Or cette formule peut encore être écrite ainsi :' 

ce qui prouve que le calcul ne nous donnera Jamais les valeurs de x que par 
approximation , si a est un nombre rationnel. 

66. Mais si la ligne a est donnée sur le p apier, et que Ton veuille cons- 
truire les valeurs de ar , on observera que \/a' +la^ est Fhjpoténuse d'un 
triangle rectangle qui aurait pour ses autres c6tés a et | a, c'est-à-dire la 
droite donnée et la moitié de cette droite. Ainsi, dans la fig. 9, si j4£ est 
la droite donnée, en mettant -ffC, égale à | AB, à angle droit avec ^B, en 
aura AC = \/a^ + i^*- * 

Cela posé , comme pour avoir la première valeur de x il faut de y'a^+Ja* 
retrancher |a, il est clair qu'en décrivant avec C9 ou |a pour rayon, et 
du point C pour centre , une circonférence qui rencontre ^C en Z) , on aura 
X = ^iD ; valeur qu'on pourra porter en AF sur j4B , d'où il résultera . . . 
AB\AF::AF:FB. 

66. Quant à la seconde valeur de a;, on peut l'écrire ainsi: 

Abstraction faite du signe , il faut donc à.y'a* -f- J a* ou à AC ajouter la. 
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OH CBy OU Ciy^ ce qui donne ^ZX, ligne formée en prolongeant -r^C jusqu'à 
la rencontre de la circonférence en ly. Mai» que signifie le signe — de cette 
ligne ? Par le n^ 36 de l'Algèbre , il faut retourner à l'équation a:* = a* — ox , 
et récrire ainsi x^ = a^ -{^ ax ou a?* = a ( a + ^ ) , d'où l'on tire la propor- 
tion a:x::x: a + x; ce qui nous apprend que x, qui est ici -^ZX, est 
moyenne proportionnelle entre AB et AB-^ Alf. 

Nous avons donc, pour les deux valeurs de x, qui sont j^D et ^ZX, ces 
deux proportions : 

AB.AD\\AD\AB'^AD, AB\ AU r.AU.ABr^Ajy. 
£t par conséquent la première valeur ou AD répond à notre première ques. 
tion , que l'on peut du reste énoncer de cette manière : 

Trouver une ligne moyenne proportionnelle entre une cadre ligne donnée 
et la différence des deux. 

La seconde valeur de x ou Aiy répond à cette autre question : 

Trouver une ligne moyenne proportionnelle entre une autre ligne donnée 
et la somme des deux ( * )• 

57. On peut observer ici que notre construction géométrique , considérée 
d*ane manière abstraite et théorique , a donné exactement ies valeurs de x ; 
tandis que le calcul ne les aurait données <^e par approxUnation (n*. 64).' 
Mais dans la pratique l'erreur qui résulterait nécessairement , soit de l'im- 
perfection des instrumens , soit de l'inexactitude de l'opération , serait plua 
grande que celle du calcul ; car celle-ci pourrait être a.tténuée à volonté em 
poussant l'approximation aussi loin qu'on le voudrait. 

£8. Deux droites 9Leth étant données , en trouver une troisième x , telle 
que la seconde soit moyenne pr(^H^tionnelle entre cette troisième et la 
somme de cdle^ et de la première. 

On a tout de suite x:b::b\x + a» ce qui conduit à l'équation # . • . . 
a?* + aa? == A* ; laquelle étant résolue don ne ; 

Or il est évident que ee$ valeurs de x se construiront comme dans la ques- 
tion précédente, et qu'elles «erout AD et AD^^ si, pour ne pâ3 changer de 
figure, on suppose BCzs^la et ABrszb. 
Mais pour savoir à quelle question répond la seconde valeur ^iX, qui est 



(*) Francœur a considéré cette seconde valeur de x comme insisnifiante , mais 
on voit qu'elle ne Test pas« 
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affectée du digne — , nous retournerons à Téquation a?* + ûfa? s> 6* , et nou 
récrirons ainsi a:* — aa? = fr*; ensorte que la proportion d'où provient 
Téquation deviendra sc:b::b:x — a; ce qui fait voir que la seconde valeur 
de X ou jiiy répond à cette question : 

' Deux droites a rf b étant données , en trouver une troisième x , telle que 
la seconde soit moyenne proportionnelle entre cette troisième et la diffé^ 
rence de celle-ci et de la première. 

Les deux valeurs de x étant jàD et Aiy, AB étant b et BC étant | a, 
la première proportion peut s'écrire ainsi : AD : AB : : AB : AD+2BCy ou , 
ce qui revient au même , AD : AB : : AB : AD + DD^y ou encore : 

AD:AB::AB: AD'; 
et la seconde peut s'écrire de cette manière : AD' : AB : : AB : ADf^^^DDf 

ou y en réduisant : 

Aiy.ABr.AB^AD. 

C'est-à-dire que les deux valeurs de x forment dans les deux cas les deux 
extrêmes d'une seule et même proportion (Faites as=:12, ô = 8.)- 

59. Partager une droite donnée a en deux parties entre lesquelles une 
autre droite donnée b soit moyenne proportionnelle. 

Soit Tune des parties x , l'autre sera a-— jp , et l'on aura xib:\bi a^-^x; 
ce qui donnera l'équation : jp* — «x =— ^, d' où Ton tirera : 

D'après le n^. 48 » pour construire la partie radicale de a; , il faut ici , sur 
une ligue AC^ fig. 10, égale à \ AB ou égale à | a , et prise pour diamè- 
tre , décrire xm cercle, porter ensuite en AE la ligne b , comm e corde de 
ce cercle, puis joindre CE; cette dernière ligne sera ^|a^ ~ À^ £t comme 
en doit , pour avoir lea deux valeurs de x , ajouter ce radical à | a et l'en 
retrancher, on fera tourner CE sur le point C, comme sur un centre, afin 
que cette ligne se place d'abord en CD sur le prolongement de AC^ et en- 
suite en ffy sur AC même ; il est clair que les deux valeurs de x , toutes 
deux en plus , puisque y'i^*"—^* < s ^ > seront AD et AD'. On aura 
donc : 

AD:AE:.AE:DB, AD':AE:.AE:D'B. v 

Mais DB=CB — CD=CA — CD'zzzAD'; et puisque le deraier terme 
de la première proportion égale le premier de la seconde , et que les moyens 
sont les mêmes , il faut bien que les deux autres extrêmes soient égaux. Ainsi 
Ton peut écrire : 

ADiAEiiAEiAD', AD':AE::AE:AD, 
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ce qui ne fait, comme on voit, qu'une scfule et même proportion ; les deux 
parties de k ligne AB étant toujours AD et -^i>% et la lettre x ne devant 
pas plus représenter Tune que l'autre. 

60. Du reste, voici, pour ce cas, une construction un peu diâ^rente, et -^ 
qui offre quelques avantages. Ayant pris une ligne GG^ fig. H , égale à &, 
puis ayant mené une droite indéfinie perpendiculaire à l'extrémité C de GC 

si depuis le point G , pris pour centre , et avec un rayon égal à | a , on décrit 
une circonférence, elle coupera en général la droite indéfinie en deux points 
D et Zy, et les triangles GCI>\ GCD', donneront CD ou CD', égale à . . 

V^ I a* — A* ; faisant alors C/1 == -| a , on aura : 

AD^la + ^la" — iS AD^ — la — y^ja» — 6*. 

61. Il est clair que si ^a était égal à 6, le radical s'annullerait • et la 

foiTOule deviendrait x = | a ; ce qui donn^ait la proportion • 

\a:\a::la:\a. Dans ce cas , la droite ilC de la fig. 11, au lieu d'être sé- 
cante du cercle décrit avec \a om b pour rayon , en deviendrait tangente 
au point C, et les points /) et Z^ se confondraient avec le point C; d'où 
résulterait AD — AD^=zACz=\a. 

Mais si l'on donnait la ligne b plus grande que la ligne |a, on aurait . . . 
6* > Ja*, et les deux valeurs de x seraient imaginaires ou le problème serait 
impossible. Dans ce cas , le cercle de la fig. 11, décrit avec un rayon 1 a plus 
petit que b ou que CG, n'atteindrcùt pas la droite ilC, et les lignes AD y AD'^ 
n'auraient aucune existence. 

62. Nous avons à faire ici une observation assez importante : si on deman- 
dait de construire l'équation générale du second degré x*±/?x2h:Ç^ = o> on 
pourrait d'abord l'écrire ainsi (n^ 4f ): a;*+/?xH::<7/=o; puis, en procé* 
dant comme au n*^. 51 , on la ramènerait à cette" forme : a*it:;^a;±:^*= o. Cela 
posé il est évident que dans les n^^ 58 et 59 nous avons examiné tous les 
cas de l'équation du second degré , sauf celui-ci : 

a:*+/ix = — <*. ^ 

Mais en résolvant cette équation , on trouve : 



a: = — lP±:VïP^ — '*» 



or comme V'ip*— ^f* est plus petit que ^p^ il en résulte qu'ici les deux 
valeurs de x sont en moins. Il faut donc , par le n*, 35 de l'Algèbre , écrire 
ainsi l'équation proposée : 

«* — — ^x = — f * ; 

alo* 
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alors et sera le cas du n^ 59 y et les deux valeurs de x , la question étant 
ainsi, rectifiée, se trouveront toutes deux en plus, 

63. Etant donnés déposition une droite indéfinie XY ^ et deux points 
ji, et B hors de cette droite , de manière cependant que ces points et la 
droite soient dans un même pleut , on derncmde de décrire un cercle gui 
passe par ces deux points , et qui soit tangent à la droite. 

Puisque le cercle cherché doit passer par les deux points A et 3j la droite 
jéBy qui joint ces deux points, sera une corde, et si ces points sont à une 
même distance de l'indéfinie XF la corde y4B sera parallèle à cette indéfinie , 
*qui doit devenir tangente. Dans ce cas si Ton mène une perpendiculaire sur 
le milieu de j^B elle passera par le centre , et elle ira marquer sur l'indé- 
finie le point de contact de cette ligne avec le cercle. Or dans tous les cas 
le problème se réduit à déterminer ce point de contact , puisqu'on sait faire 
passer une circonférence par trois points non en ligne droite. 

Si les points ^ et i? ne sont pas à une même distance de Tindéfinie , celle-ci 
sera rencontrée par le prolongement de la corde jàB dans un point comme 
/> , et il faudra déterminer la distance du point de contact M kce point />. 
Supposons le problème résolu , nous aurons , par la propriété de la tangente 
et de là sécante , 

AD:MD:'.MD:BD ou AD.xwx.BD; 
or AD et BD sont des quantités connues , parce que les points ^ et i? sont 
donnés de position relativement à l'indéfinie , il faut donc les désigner comme 
telles par de petites lettres; mais pour avoir la construction la plus élégante , 
on a trouvé qu'en supposant le point C le milieu de AB^ il fallait prendre 
CD 4- ilC à la place de AD, et CD — CB ou CD^^AQ à la place de i?/> ; 

faisant donc CD^sza et ACz=,b, la proportion précédente devient 

a-^h \ X \\x \ a—^ b ; ce qui donne j* = a* — 6* , et par conséquent , 

x-=^':\i^ci? — 6*. 
On décrira donc sur CD ou a, prise pour diamètre » une circonférence 
C ED, on fera tourner CA ou 6 en CE, et Ion joindra DE qui vaudra . • . 
y'a* — b^ et représentera , par conséquent , la grandeur de x. Mais comme 
cette quantité doit être prise sur l'indéfinie , on fera encore tourner DE jus- 
qu'en DM, pour avoir le poUit M qu'il fallait trouver. 

Voilà donc DM qm est la première valeur de x , mais quelle est la se- 
conde? On voit que sa grandeur est la même, et qu'elle ne diffère de 
l'autre que par le signe. Or si l'on reprend l'équation x^z=ia^ — b^, la 

£ 
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règle du n®. 35 de FAIgèbre ne permet ici aucun changement ; il n'y a donc 
point d'autre question résolue avec la proposée. Dans tous ies cas de ce 
genre , on trouvera de deux choses l'une , ou la valeur en — pourra être 
prise en sens contraire de celle en + j ou elle sera absolument insignifiante. 
Ici, par exemple, on verra qufe Z>i^^peut se placer sur Tindéfinie où dans 
un^ens ou dans l'autre, à compter du point D ; et donner ainsi un nouveau 
point N , par lequel et par les points A et B on peut faire passer un second 
cercle. Ainsi les deux valeurs de x sont DM et DN; elles sont égales, et les 
deux signes + et — n'indiquent que des directions opposées ( Voyez , après 
le Chap. IX de la seconde partie , la digression suf le sens du signe moins 
dans quelques formules^. 

64 Une figure quelconque étant donnée , en construire une semblable , 
et telle que faire de la première soit à Faire de la seconde dans le rapport 
de la droite ma la droite n. 

Puisque les surfaces des figures semblables sont entr'elles comme les carrés 
de leurs dimensions homolo^es , il suffira que ces carrés soient entr'eux comme 
m à n. D*ailleui*s le problème se réduit à trouver une dimension x de la 
seconde figure , homologue à la dimension a de la première ; ainsi l'on a 
m : fi : : a* : »* , ce qui donne : 



x^ = 



et x=±V— = + <» V— =±-'V 



m 'm 'm m ^ m 

•u , ce qui revient au même : 



±^v 



m/i. 



m 

On prendra donc d'abord une ligne/) moyenne proportionnelle entre m et h, 
pour avoir p = \/mn , et ensuite une ligne x quatrième proportionnelle à 
m k actkp; ce sera !a dimension cherchée de la figure demandée. 

Quant à la seconde valeur de a:, on voit bien qu'elle est insignifiante; que 
serait la dimension dont il s'agit prise en sens contraire? Il n'y a rien eu 
de déterminé sur la positition des figures qui ont fait le sujet de ce pro- 
blème. 

65. Plusieurs figures semblables étant données , en trouver une égale à 
leur .somme ou à leur différence , et qui leur soit aussi semblable. 

Le problème se réduit à trouver une dimension de cette figure homolo- 
gue à telle ou telle dimension des autres. Soient donc -^ , -^' , ^" ^ etc. , 
ies aires des figures données , et X celle de la figwe demandée ; soient 
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mxm a^ ci ^ a^', etc., et x^ une dimension homologue dans les premièi^ 
et dans la dernière on aura : 

A.a^wM.d^w A^'ia!'^ : : etc : : X:x^ 

m 

et, par conséquent, 

A±^±A''±etc: a^±a'^±:af'*±etc ::X:x\ 
Or on veut que le troisième terme de cette proportion soit égal au pre- 
mier, donc il faut que le quatrième soit égal au second; c'est-à-dire que 



«• = a* Ht àf^ dz ^^ dt ^^' y ^'^^ 1'^^ t^r® • 



x=±: v/a* ± af^ ± <* ± etc. 
Cette formule est facile à construire par le n^. 48 ; mais on roit que la 
seconde valeur de x est insignifiante , tout c#aune celle du numéro pré- 
cédent. 



/ 
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APPENDICE 

À LA PREMIÈRE PARTIE. 



TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE 



Notions préliminaires. 



66. X B0I9 points non en ligne droite , situés à la surface de la terre ou 
dans l'espace , peuvent toujours être considérés comme les sommets des trois 
angles d'un triangle , dont les côtés ne sont autre chose que les distances 
respectives de ces mêmes points. Or un triangle , sauf une ou deux excep- 
tions , est déterminé par trois de seîs parties , sur les six dont il est composé ; 
c'est- à -dire que les trois angles et les trois côtés d'un triangle dépendent 
tellement les uns des autres qu'en général la grandeur de trois de ces choses 
étant fixée celle des autres ne peut plus varier ( Géom. Liv. IL Th. IV et 
SchoL I. IL IIL ). Si l'on peut donc mesurer immédiatement trois parties 
d'un triangle , comme cela arrive souvent dans la pratique , on doit pouvoir 
en conclure la grandeur des autres parties, sans mesurer celles-ci; sauf, 
comme nous l'avons dit , un cas ou deux dans lesquels le triangle n'est pas 
déterminé. 

Pour faire voir comment on peut mesurer tel ou tel angle, et tel ou tel 
côté d'un triangle , nous allons parler d'abord de la division de la circonfé* 
rence en degrés , minutes et secondes , et donner la description de quelques 
instrumens les plus simples , qui servent à ces mesures. 

67. ^ Jusqu'à ces derniers temps les géomètres s'étaient accordés à diviser 
la circonférence en 360 parties égales appelées degrés , le degré en 60 mi- 
nutes y la minute en 60 secondes , etc. Ce mode présentait quelques facilités 
dans la pratique , à cause du grand nombre de diviseurs de 60 et de 360 ; 
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mais il était réellement sujet à rinconvénient des nombres complexes, et il 
nuisait souvent à la rapidité^ du calcul. „ 

" Les savans à qui on doit l'invention du nouveau système des poids et 
jnesm^es ont pensé qu'il y aurait un grand avantage à intioduire la division 
décimale dans la mesure des angles. £n conséquence ils ont regardé comme 
unité principale le quart de circonférence ou le quadrant , mesure de l'angle 
droit, et ils ont divisé cette unité en 100 parties égales appelées degrés^ 
le degré en 100 minutes^ tt la minute en 100 secondes. » 

* Nous n'emploîrons désormais que la nouvelle division ou la 'division 
décimale de la circonférence. C'est celle qui convient le mieux à la nature 
de notre arithmétique , et qui est la plus propre à abréger les calculs.^, 

^ Les degrés , minutes et secondes se désignent respectivement par les 
caractères ^, ', ", : ainsi l'expression it^6f1b" représente un arc ou un 
angle de 16 degrés 6 minutes 76 secondes. Si on rapportait ce même arc 
au quadrant, pris pour unité, il s'exprimerait par 0.160675. On voit, en 
même temps, que l'angle mesuré par cet arc est à l'angle droit comme 
160675 est à 1000000, rapport qu'on ne déduirait pas aussi facilement des 
expressions données par l'ancienne division de la circonférence. » 

* Les arcs et les angles sont exprimés indistinctement, dans le calcul, 
far des nombres de degrés , minutes et secondes. Ainsi nous désignerons 
l'angle droit ou le quadrant par 100^ , deux angles droits ou la demi-cir- 
conférence par 200^ , quatre anglea droits ou la circonférence entière par 
AOO^; ainsi de suite. ^ (Legendre). 

Il faut observer à cet égard une chose assez importante , c'est que si 
un angle ne change point, les arcs décrits entre ses côtés et depuis son 
sommet pour centre , avec des rayons inégaux, seront toujours des portions 
semblables des circonférences entières; et contiendront par conséquent le 
même nombre de degrés , minutes , etc. : car on sait ( Géom. Liv. Y. Th. 
XXIL Sch. n. ) , que dans deux circonférences les arcs qui répondent à des 
angles au centre égaux sont entr'eux comme les circonférences. £n nom- 
mant les circonfères c et d ^ et les arcs a et a% on di a'.a'::c:d ; mais a 
est une portion de c et a' une portion de c^ , on peut donc écrire : 

c à 

m n ^ 

d'où Ton ûre ec^n = c&m et n=:m. 
Il devient donc indifférent que le rayon soit plus grand ou plus petit ; s'îf 
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est plus grand les degrés seront plus grands , puisqu'ils sont entr*eux comme 
les circonférences , et par conséquent comme les rayons ; mais leur nombre 
sei'a toujours le même. Ainsi pour comparer les angles nous pourrons com- 
parer le nombre 'des degrés des arcs décrite entre leurs côtés avec des rayons 
quelconques égaux ou inégaux. 

68. Pour mesurer les angles sur le terrain, on emploie des instrument , 
qui sont toujours ou des cercles ou des portions de cercles divisés en degrés.' 
Le graphomètre sufBt dans bien des cas. 

^ C'est un demi-cercle de cuivre, fig. 13, divisé en 200*, et sur lequel 
on marque même les demi-degrés , selon la grandeur de son diamètre. La 
demi-circonférence DHB , sur laquelle les divisions sont marquées , n'est pas 
une simple ligne ; c'est une couronne demi - circulaire , à laquelle l'ouvrier 
donne plus ou moins de largeur; et cette couronne est ce qu'on appelle le 
limbe de lïnstruraent Le diamètre DB fèiit corps arec l'instrument ; mais le 
diamètre EG^ qu'on nomme alidade y n'y est assujetti que par le centre j4^ 
autour duquel il peut tourner, et parcourir par son extrémité C toutes les 
divisions de l'instrument. Chacun de ces deux diamètres est garni à ses deux 
extrémités de pinnules ( * ) , à travers lesquelles on regarde les objets. Quel* 
quefois, au lieu de pinnules, chacun de ces deux diamètres porte une lu- 
nette. Celle qui répond au diamètre BD est parallèle à ce diamètre; l'autre, 
fixée à l'alidade JEC, peut se mouvoir avec elle, et s'incliner un peu sur elle, 
afin de n'être pas obligé de déranger le plan de l'instrument pour aperce* 
voir les objets qui ^seraient un peu élevés ou abaissés à l'égard de ce plan. 
L'instrument est porté sur un pied , et peut , sans rien changer à la position 
du pied , être incliné dans tous les sens , selon le besoin. ,3 

* Pour rendre le graphomètre propre à mesurer les angles avec plus de* 
précision, à indiquer les parties de degré, on fait, le plus souvent, sur la 
largeur et à Textrémité du- diamètre mobile des divisions qui , selon' la ma- 
nière dont elles correspondent à celles du limbe , servent à connaître les 
parties de degré de 10 en 10 minutes, ou de 6 en 5 minutes, ou etc. » 

« Pour mesurer un angle avec cet instrument, par exemple, pour mesurer 



(*) Ce sont des lames métalliques plaeées à équerre sur les diamètres et fen- 
dues de haut en bas dans le milieu de leur largeur , comme cm le voit dans la 
^ure. On viséà Tobjet à travers ces ouvertures , afin qu'il se trouve sur une droite 
qui soit le prolongement du diamètre. 
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Fanglc que formeraient au point A les lignes qu'on imaginerait tirées de ce 
point aux deux objets G ti F^ on place le centre du graphomètre en -^, 
et on dispose Tinstrument de OMinière qu'en regardant à travers les pinnules 
du diamètre fixe BD on aperçoive un de ces objets F^ et qu'en même temps 
I autre objet G se trouve dans le prolongement du plan de l'instrument; 
co qu'on fait en inclinant plus ou moins le graphomètre : alors on fa^t mou- 
voir l'alidade EC jusqu'à-ée qu'on puisse apercevoir l'objet G à travers les 
pinnules £ et C; l'arc BC^ compris entre les deux diamètres, est la mesure 
de l'angle GAF. „ 

" Lorsqu'on veut employer le graphomètre à mesurer des angles dans un 
plan vertical , c'est - à - dii^e des angles foimés dans un plan qui passe par ce 
qu'on fqf)peUe une ligne à-plomb , on donne au plan de l'instrument la posi- 
tion verticale, à l'aide d'un poids suspendu par un fil, dont on attache une 
extrémité au centre du graphomètre : lorsque le fil rase ie bord de l'kistru- 
ment, le graphomètre a la disposition convenable. ^ (Bézout). 

69. Pour mesurer une ligne droite sur le terrain, on se sert, dans les 
opérations ordinaires, de la chaîne d arpenteur j c'est une mesure composée 
de plusieurs pièces de gros ^ de fer , qui ont chacime un décimètre ou un 
double décimètre de longueur, en y comprenant les anneaux qui les joignent 
ensemble. On peut lui donner en tout dix mètres ou un décamètre, et chaque 
mètre est distingué par un plus grand anneau. Ceux des deux extrémités de 
la chaîne sont assez gr^ds pour qu'on puisse y passer la main. Deux hommes 
portent cette chaîne par les- deux bouts , et l'appliqueînt bien tendue sur le 
terrain , toujours dans la même direction. Pour marquer chaque fois le point 
où l'extrémité de la chaîne tendue arrive , le premier porte - chaîne plante 
une Jiche , c'est-à-dire une baguette de fer de trois à quatre décimètres de 
longueur , pointue par un bout , et ajant un anneau à l'autre bout. Le second 
porte-chakie ramasse ces fiches à mesure qu'il les rencontre , et autant il en 
a ramassé autant la longueur qu'U s'agissait de mesurer contient de chaînes. 
Les fractions s'estinxent par les fractions de la chaîne. 

Les extrémités de ces lignes droites qu'on veut évaluer, et quelquefois 
les points intermédiaires , se marquent par des jalons; ce sont des bâtons 
droits plus ou moins longs , garnis par un de leurs bouts d'un fer pointu , 
qui permet de les enfoncer dans la terre , et poitant à l'autre bout un papier 
blanc qui les fait distinguer avec plus de facilité depuis une certaine distance» 

70, Cela posé 9 soient ^, B^ C, fig. 15; trois points situés à la surface 
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de la terre, supposons que Ton ait mesuré l'angle ^, l'angle ^, et le côté 
c, on en peut d abord conclure l'angle C, puisque les trois angles d'un 
triangle valent deux droits; maài on doit pouvoir en conclure encore la 
grandeur des côtés a et 6 , puisque le triangle est déterminé par les données 
actuelles (*). 

Or il est clair que lorsqu'on saura trouver les parties inconnues d'un trian- 
gle au moyen des parties connues, on p>ourra calculer les distances inacces* 
sibles , et déterminer la position relative de tant de points visibles qu'on 
voudra , situés^ à la surface de la terre ou dans l'espace. 

Cette grandeur de a et de 6, avec les données actuelles, peut se trouver 
par la simple géométrie, en partant de la propriété des triangles équiaiigles 
enu-'eux d'avoir leurs côtés homologues proportionnels. Mais il faut alors uvt 
nouvel instrument qui permette de faire sur le papier des angles égaux à ceux 
qu'on a mesurés sur le terrain. Cet instrument, fig. 14, qu'on appelle rap^ 
porteur^ sert aussi à mesurer sur le papier les angles déjà faits. 

" C'est un demi-cercle de cuivre ou de corne , divisé en 200^ Le centre 
de cet instrument est marqué par une petite échancrure C Quand on veut 
mesurer un angle , tel que ECD , on applique le centre sur le sonunet C de 
l'angle qu'on veut mesurer , et le rayon CB du même instrument sur l'un 
des côtés CD de cet angle; alors le côté CjE, prolongé s'il est nécessaire ^ 
fait connaître , par celle des divisions de l'instrument par laquelle il passe , de 
combien de degrés est l'arc du rapporteur compris entre les côtés de Tangle - 
ECD , et par conséquent de combien de degrés est cet angle, n 

* Pour faire , avec le même instrument , un angle d'un nombre déterminé 
de degrés , on applique le rayon CB de l'instrument sur la ligne qui doit 
servir de côté à l'angle qu'on veut former , |et de manière que le centre C 
soit sur le point où cet angle doit avoir son sommet; puis cherchant, sur les 
divisions de l'instrument , le nombre de degrés en question , on marque sur le 
papier un point en cet endroit ; par ce point , et par le sommet , on tiie 
une ligne droite CE , qui fait alors , avec la première , l'angle (demandé. » 
(Bézout). 

Il faut de plus avoir une échelle ^ c'est, comme nous l'avons dit (n*. 7 note)^ 

une 



(*) Nous désignerons ordinairement les angles des triangles par de grandes 
lettres, et leurs cotés opposés paries petites lettres correspondantes (n*. 6). 
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tue longueur arbitraire mais proportionnée au papier sur lequel on opère^ 
et qui doit être divisée en parties égales. 

On trace alors sur le papier une droite A'ffy fig. 16, à laquelle on donne 
autanl de paities de l'échelle, qu'il y a de mètres dans la base AB, et l'on 
fait avec le rapporteur en A' et -fl' , des angles égaux aux angles mesurés A 
et B; en prolongeant les lignes -^'C, -5'(7 ^ jusqu'à-ce qu'elles se rencon- 
trent en C Les deux triangles ABC y A'ffC sont équiangles entr'eux, et 
autant on trouve de parties de l'échelle dans jfC et B'C autant il y a de 
mètres dans AC et £C. • 

On pourrait aussi, sans graphomètre et sans rapporteur, faire sur le 
papier un triangle semblable au triangle ABC^ et cela au moyen de la plan- 
cheltCj instiumeot très -simple et très «commode dans bien des cas; mais 
nous n'entrerons pas dans ce détail. 

71. Une chose essentielle à remarquer, c'est que toutes ces méthodes 
graphiques sont très-sujettes à erreur ; car plus on emploie d'instrumens , 
plus, on est exposé à se tromper. On a donc senti qu'il était nécessaire , pour 
obtenir un certain degré de précision , d'en revenir au calcul , et de n'em- 
ployer que (c plus petit nombre d'instrumens possibles. 

Or trouver par le calcul la grandeur des parties inconnues d'un triangle, 
au moyen de celles qui sont connues , c'est ce qu'on appelle résoudre le 
triangle ; et Ton nomme trigonométrie la science qui nous fait connaître 
les principes nécessaires à cette résolution. Lorsque les côtés des triangles 
sont des lignes droites, la trigonométrie est recttUgne on plane; et quand 
les triangles^ ont pour côtés des arcs de grands cercles tracés sur une sphère, 
la trigonométrie est sphérigue. 

Cette science est sans doute une partie ^e la géométrie ; elle semble 
même appartenir aux élémcns ; mais à cause de l'importance de son objet , 
du but spécial qu'elle se propose , et des dé veloppemens qu'elle exige , on 
en fait une branche à part. Il parait que les principes de la trigonométrie 
rectiligne n'étaient pas ignorés des Egyptiens , et qu'ils étaient familiers aux 
Grecs ; mais la naissance de la trigonométrie sphérique a été plus tardive. 
Ce sont les Arabes qui les ont perfectionnées l'une et l'autre. Nous allons 
nous occuper de la première. 

72. Pour entrer en matière, observons que dans le cas où Ton connaît 
les trois . angles d'un triangle , sans connaître aucun de ses côtés , le trian- 
gle n'est nullement déterminé ( Géom. Liv. IL n^. 22). U faut donc toujours^ 

F 
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pour pouvoir résoudre un triangle , qu'il y ait un côté parmi les Iroîs choses 
connues. Ainsi nous aurons à examiner les cas suivans : 

r. Un côté connu, et deux angles connus de grandeur et de poskion; 

2^. Deux côtés connus , et un angle connu de grandeur et de position ; 

3®. Trois côtés connus. *» 

Premier cas de la résolution des triangles. 
Définition et usages des sinus. 

73. On connaît un côté du triangle et deux angles , on connaît donc aussi 
le troisième angle ; ainsi on peut supposer que Iq côté connu est adjacent 
aux deux angles connus ; comme si Ton atltit, dans la figure 15, le côté c 
et les angles A et B. La question est donc de calculer les côtés a et b. 

Trois quantités connues en font trouver une quatrième j quand les quatre 
forment une proportion. On a donc cherché si les côtés d'un triangle étaient 
entr'eux comme les angles opposés à ces côtés ; ce que Ton aurait pu soup- 
çonner d'abord, parce que dans un triangle un plus grand angle répond à 
un plus grand côté , et réciproquement ; mais on a trouvé que cette pro- 
portion n'avait point lieu: ce qui est évident par cette seule observation 
particulière, que l'hypothénuse d'un triangle rectangle n'est pas égale à la 
somme des deux autres côtés , quoique l'angle droit soit égal à la somme 
de» deux autres angles. 

Les côtés n'étant pas entr'eux comme les angles opposés, ils ne seront 
pas entr'eux comme les arcs qui mesurent ces angles. Etant donc donné le 
triangle j4BC , fig. 1 6 , si l'on décrit des points A tX. B comme centres , 

et avec un même rajon à volonté, deux cercles, on n'aura pas 

AC : BC: : Fore NS : Varc MR. 

On aurait pu penser que les cordes n'étant pas entr'elles comme les arc» 
qu'elles soutendent (Géom. Liv. V, n*. 20), les côtés des triangles pour- 
raient être entr'eux comme les cordes des m'es qui mesurent les angles op- 
posés; mais on a encore reconnu que cette proportion n'était pas vraie^ 
Ainsi quand on mènerait les cordes MS et NS, on n'aurait pas ....... 

AC: BC : : la corde NS : la corde MR. 

Enfin, voici le rapport qu'on a trouvé: Abaissons sur AB les perpendi- 
culaires A/P, NQ et CJ>, les triangles semblables ACD^ AMP , donneront s 

AC\AMi\CD.MPi 
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et les triangles BCD^ BNQ donneront BC: BN: : CD : NQ, ou, parce que 

BI^=: AM, 

BC.AMi.CD.NQ. 

De ces deux proportions l'on tire ACX AIF =:zBCx^Q,9 ^t par con- 
aéquent : 

AC.BC\:NQ:MP. 
La même chose a lieu pour les cas des figures 17 et 18, comme il est facile 
de le voir. 

Pour énoncer cette propriété , on a donné un nom aux perpendiculaires 
comme MP^ NQ. Si on les prolonge Jusqu à la rencontre de la circonférence 
en Zet F, on verra qu'elles sont les moitiés des cordes des arcs MET y NSF^ 
doubles de ceux qui mesurent les angles A tt B; or les anciens nommant 
les cordes, inscriptœ , nommèrent les perpendiculaires en question sentisses 
inscriptœ ; bientôt on n'écrivit plus que s. ins.; d'où l'oij fit enfin sinus. 
Les lignes AfP, NQ^ sont donc les sinus des angles A et B; ensorte que 
le sinus d'un angle est la moitié de la corde d'un arc double de celui qui 
mesure cet angle. Eu d*autres_ termes , le sinus d'un angle est la perpendi- 
culaire abaissée d'une des extrémités de Tare qui mesure cet angle sur le 
rayon qui passe par Pautre extrémité. On appelle aussi ce sinus , le sinus 
de l'arc. 

Cela posé nous avons ce théorème: 

Premier principe: Dans tout triangle rectiligne^ les sinus des angles 
sont proportionnels aux côtés opposés à ces angles. 

Ainsi, dans le triangle ABC y fig. 16, quoique les sinus n'y soient pas 
marqués, on a: 

sin A :a:: sin B :b:: sin C:c; 
et toutes les proportions qu'on peut tirer de là. 

74. Si le triangle est rectangle, il est facile- de voir, par la figure 18, que 
le sinus de l'angle droit n'est auti*e chose que le rayon du cercle; ensorte 
que le principe précédent peut alors s'énoncer ainsi : 

Dans tout triangle rectangle^ le rayon est à F hypoténuse comme le 
sinus dun des angles aigus est au côte opposé. 

75. Maintenant, comment tirer parti de ce que nous venons de décou- 
vrir? Puisque le triangle , fig. 15, donne sin C\ sin A:: ci a, on voit bien 
qu'on pourra calculer a si l'on connaît sin C , sin A^ et c; or on suppose 
qu'on a mesuré le côté c et les angles A et B^ ce qui donne aussi l'angle C; 

F2 
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il faudrait donc, ayant les angles C et ^, pouvoir déterminer la grandeur 
de leurs âinus. Ce calcul préliminaire des sinus, dans chaque cas particu- 
lier , pourrait être fort long et fort embarrassant ; on a donc senti qu'il serait 
nécessaire de calculer d'avance les sinus de tous les angles possibles ; en 
supposant les angles de. tous les triangles quelconques mesurés au moyen 
d*un même cercle, comme dans les figures 16, 17, 18, et l'on en a cons- 
trait des tables. Entrons dans quelques détails à cet égai*d. 

Et d'abord^ il est facile de voir, par la figure 19, que si l'angle CAB se 
ferme' tout-à-fait et devient nul , son sinus MP devient aussi nul. Si au con- 
traire cet angle augmente, et devient CAB ^ -CAB^ etc*, son sinus aug- 
mente graduellement, et devient M'F^ M'F\ etc. Quand l'angle C'AB 
est devenu droit, le sinus M" A se trouve égal au rayon. Enfin quand l'an- 
gle C'AB est devenu obtus, son^ sinus rediminue graduellement, à mesure 
que l'angle augmente, pour se retrouver nul quand l'angle est tout- à -fait 
ouvert et en quelque sorte égal à deux droits. Mais toujours le sinus de 
l'angle obtus G'^AB est égal au sinus de l'angle aigu CAE^ avec lequel il 
fait deux angles droits. Ou , en général , le sinus dun angle obtus est égal 
au sinus de son angle de suite. Le plus grand de tous les sinus , est donc 
le sinus de l'angle droit; on l'appelle à cause de cela le sinus total y ou 
simplement le rayon. 

Pour construire les tables de sinus, où a supposé le rayon ou* le sinu^ 
total divisé en un certain nombre de parties égales , comme 100000, 10000000, 
suivant les tables, et Ton a calculé combien chaque sinus, depuis l'angle 
zéro jusqu'à l'angle droit , contenait de ces parties. On a fait alors une 
table à deux colonnes verticales , dans la première on a éc^nt les degrés , 
minutes, dans leur ordre de grandeur, et dans l'autre les sinus, qui se 
suivent aussi dans leur ordre de grandeur. Ainsi quand on connaît un arc. 
ou un angle , par le nombre de ses degrés , minutes , etc. , il est facile de 
trouver dans la table son sinus ; et rédproquement , si l'on connaît le sinus 
d'un angle , la table vous indique le nombre des degrés de l'angle. Dans les^ 
tab'es modernes, on ne trouve point les sinus mêmes, mais les logarithmes 
de ces nombres ; alors les multiplications et les divisions sont changées ea 
addition^i et soustractions» 

Il faut observer 1*. que l'on n'a mis dans les tables que les^ arcs plus 
petits que le quart de cercle , parce que , comme nous l'avons vu , le sinus 
d'un angle obtu& est le même que celui de son angle de suite. Il faut ob** 
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«enrer 2*. que la grandem- absolue du rayon est indifférente ; s'il est plus 
grand «es parties seront plus grandes et réciproquement ; mais le sinus d'un 
angle donné en contiendra toujours le même nombre ; car il est facile de 
voir que les diiférens^ sinus , que l'on aurait pour un même angle , en pre- 
nant différens rayons, seriùent toujours entr'eux comme ces rayons (voyez 
n^ 67 ). Il en sera de même pour les antres lignes trigonométriquesque nous 
considérerons par la suite. 

Connaissant donc un côté dun triangle avec ses angles, on trouvera 
dans les tables les sinus de ces mêmes angles , et il sera facile de calculer 
les deux côtés inconnus , par le principe du n^. 73. 

Si les trois côtés étaient inconnus , on n'en pourrait déterminer aucun 
(n^ 72); mais on pourrait du moins, par le principe cité, trouver les 
rapports de ces côtés , puisqu'ils sont ^entr'eux comme les sinué connus de» 
angles qui sont supposés donnés. ^ Cela peut avoir son utilité» 

A^^. J'invite les commençans , quand ils seront parvenus ici , à faire queU 
ques suppositions différentes pour les angles ^ et ^ et pom* le côté c de 
la figure 15, et de calculer, au moyen des tables, les longueurs de a et 
de b dans ces suppositions-là. Ils feront la même chose pour les cas suivant 

Second cccs de la résolution des triangles. 
Difiniiîon et usages des tangentes» 

" 76. On connaît deux côtés et un angle ; mais cet angle peut être opposé 
à l'im des côtés connus, ou compris entre ces mêmes côtés. 

1^, L* angle connu est opposé à Fun des côtés connus. On connaît , par 
pxemple a et i^, dans le triangle ABC^ fîgureîJ 20, 21, 22, 23, 24, 25, 
avec rangje A ; il faut trouver les angles B tt C et le troisième côté c 
Mais si l'on connaissait les angles , on trouverait le troisième côté comme 
dans le cas précédent ; cherchons donc seulement les angles. 

Si Ton avait a = 6 , fig. 20 , on aurait aussi ^ = ^ , et Ton trouverait 
facilement C. 

Supposons donc que a et h sont inégaux, figures 21, 22^ 23, 24, 25, et 
faisons a ; 6 : : sin A : sin B , nous obtiendrons : 

_ b sin A 
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En multipliant entr'eux les nombres connus et fixes désignés par betsin jé, 
et en divisant leur produit par le nombre connu désigné par a, on aura un 
quotient fixe et déterminé , qui sera le sinus de B, Mais chaque sinus , sauf 
le cas de l'angle droit, appartient à deux arcs ou à deux angles qui sont 
de suite, Tun aigu, l'autre obtus (n^ 75); ensorte que, généralement 
parlant^ on ne saura pas si le sinus trouvé -doit être considéré comme ap- 
partenant à Pangle aigu auquel il correspond dans les tables , ou à l'angle 
obtus qui vaut deux droits avec celui-là. 

Cette incertitude n'aura pas lieu si A est droit ou obtus, figures 21 , 22, 
parce qu'alors B et C seront décidément aigus. 

£lle n'aura pas lieu non plus , lorsque A étant aigu , on aura à > 6 » 
fig. 23 ; car alors on aura aussi A^ B ; ensorte que A sera aigu. 

£lle n'aura pas lieu non plus , lorsque A étant aigu , et a < 6 , le calcul 
donnera pour le sinus de B le rayon même des tables , ou le sinus total , 
car alors B sera droit , fig. 24. 

Cette incertitude n'aura donc lieu que dans le cas où A étant aigu et 
a < 6 on trouvera le sjnus de B plus petit que le rayon ; car alors ce sinus 
appartiendra ou à l'angle aigu désigné dans les tables, ou à l'angle obtus 
qui vaut deux droits avec cet angle aigu, fig. 25 (Géom. Liv. II. n®S'22, 
23, 24). Il faudra donc alors, pour résoudi*e le triangle, savoir d'avance 
si l'angle B est aigu ou obtus. 

77. 2^ L'angle connu est compris entre les côtés connus ( n^. 76 ). On 
connaît, par exemple, a et b dans le tiiangle ABC y fig. 26 , avec l'angle C; 
V il faut trouver les angles A et B tt le troisième côté c. 

Mais si Ton connaissait les angles , on trouverait le troisième côté comme 
précédemment; cherchons donc seulement les angles. 

Connaissant l'angle C, on connaît aussi la somme A + B des deux autres ; 
<i l'on a donc a = è , on en conclura A=^ B ^ et par conséquent chacun - 
de ces angles vaudra l(A-i-B). 

Supposons que l'on ait a^ b^ et faisons a : sin A ::b:sinB ; cette pro- 
portion, quoique juste, ne nous apprendra rien, parce qu'elle renferme 
deux termes inconnus. Cependant si nous ne connaissons ni ^ ni ^, nous- 
connaissons du moins -^ + jff, comme nous lavons déjà dit; si dorïc nous 
pouvions trouver la valeur de A — B, nous aurions bientôt celle de A et 
de B (Algèbre n^ 711 avec la note). 
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• En réfléchissant là-de8«U8, voici ce qu'on a découvert: De la proportion 

précédente on tire : 
a + bisin^+sinBiiaisiriji^ a^—bisinA — sinBwaisinA ; 

d'où il résulte : 

a'{'b:a'—'b:: sin A + sin B : sin A — sin B. 

Cela posé, supposons dans le cercle des tables, fig. 27, DGE^:=:A et 
DGF^=^By les lignes EH ci FI ^ perpendiculaires sur le rayon DG^ seront 
les fcinus de -^ et de 5, et si l'on prolonge jE/T jusqu'à la circonférence en 

jf , et que l'on mène FM parallèle à DG, on aura 

EH+ FI— EH+ LH^ IIK + LH=^ LK; c'est-à-dire : 

sin A + sin B = LK. 
On aura aussi EH — FI — EH — LHz=^EL; c'est-à-dire: 

sinA^^sinBz=:EL. 
La proportion précédente deviendra donc : 

a + ^ ' ^ — b : : EK : EL. 

Maintenant si l'on joint ME et AfAT, et que l'on mène entre ces lignes une 
parallèle quelconque NQ à la droite EXj on aura LX: EL ::PQ: NF 
(Géom. Liv. III. Th. V ) ; et par conséquent : 

a + b:a — bi.PQiNP. 

Or si du point 3/, pris pour centre, et du rayon MP^ on décrit l'arc OJ?, 
la ligne NQ sera tangente à cet arc ; et si MP^==^ GDj l'arc OB sera décrit 
avec le rayon des tables , et nous pourrons appeler la ligne PQ la tangente 
trigonométrique de l'angle PMQ; alors NP sera celle de l'angle NMP. 

On appelle donc tangente d'un arc ou d'un angle, une droite perpendî- 
ctdaire à l'extrémité du rayon qui passe par une des extrémités de Tare , et 
terminée à la rencontre du rayon prolongé qui passe par l'autre extrénrité 
du même arc {NB. L'arc en question doit êtie décrit avec le rayon des 
tables ). 

Nous disons que PQ est la tangente de PMQ ou de FMK^ elle est donc 
aussi la tangente de \ FGK, ou de i ( DGK+ DGF) , ou de |( ÙGE + D GF) , 
ou enfin de 4 ÇA + B). 

De même NP, qui est la tangente de NMP ou de EMF^ est aussi celle 
de \EGF, ou de |(2)G£ — DGF), ou enfin de |C^ — B). 

£nsorte que l'on a : 

a^b.a — b'.iiangKA+ByitangKA-^JSy. 

Cette proportion peut s'énoncer ainsi ; 
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. Second principe: Dans tout triangle rectUigne, la somme de desa», 
côtés quelconques est à leur différence^ comme la tangente de la demi- 
somfne des cmgles opposés à ces côtés y est à la tangente de la demi^ 
différence de ces mêmes angles. 

Dans le ca« actuel, on suppose que Ton connaît a, ô, C, et par consé- 
quent A + B; on connaît donô aussi a+b^a — 6, et \(*A'\-B). Or, tout 
comme on a calculé d'avance les sinus de tous les angles, on a aussi cal- 
culé leurs tangentes , et Ton en a fait des tables ; ces tables donneront ici 
tang l(A + B); et des trois premiers termes connus de la proportion, on 
conclura le quatrième ou tang l( A — B). Cette tangente, cherchée ensuite 
dans les tables , fera connaître l(A — B) ; et Ton tirera enfin de cette 
valeur, combinée avec celle de l^A + B), les grandeurs de A et de B; 
ainsi que nous l'avons fait observer il y a un moment. 

78. On peut remarquer que puisque deux angles d'un triangle valent 
toujours ensemble moins de deux droits , la moitié de leur sonune sera 
toujours moindre qu'un droit. On aura donc toujours, dans le principe 
précédent , l(A + B)<i 1 droit , et à plus forte raison l(A — B)<C 1 droit. 
Or la fig. 28 fiiit voir que si l'angle CAB devient nul sa tangente TG sera 
nulle aussi , que cette ligne augmentera progressivement avec l'angle , qu'elle 
deviendra TG, TG', TG\ quand l'angle sera CAB, CAB, G'AB; et 
qu'enfin la tangente sera infinie quand l'angle sera droit , parce^que la ligne 
AC"' se trouvant parallèle à la tangente ne la rencontrera plus.' 

79. Du reste si l'angle connu C, compris entre les côtés connus a et6> 
est droit, fig. 29, il est évident que la tangente 7^6^ de l'angle ^ est pa- 
rallèle au côté CB ou a; ensorte que les triangles semblables ATG, ACB^ 
donnent AT: tang A:ib:a om 

R : tang Awbia. . 
On trouverfiut de même : , 

Ri tang B::a:b. 
On a donc ce théorème : 

Troisième principe: Dans tout triangle rectangle, le rayon est à la 
tangente d!un des angles aigus , comjne le côté de F angle droit oii/aceni 
à cet angle aiçfu est au côté opposé à ce même angle. 

Par ce principe on trouvera les angles inconnus plus, facilement que pajr 
le second principe , quoique celui^à puisse aussi servir dans le cas actuel. 

Troisiàne 
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Troisième cas dç la résolution des triangles. 

80. On connaît les trois côtés » il faut trouver les angles. 

Si les trois côtés étaient égaux , les trois angles le seraient aussi , et ç|ia* 
cun d eux vaudrait le tiers de deux droits. 

Si deux côtés a et 6 étaient égaux , on pourrait ramener ce cas à celui 
où l'on connaît un angle et deux côtés ; il suffirait pour cela de supposer 
le triangle ABC y fîg. 30 , partagé en deux triangles rectangles , par une • 
perpendiculaire abaissée du sonunet de l'angle (7 sur la base AB ou c; car 
cette perpendiculaire diviserait Tangle du sommet et la base, chacun en 
deux parties égales; et puisqu'on connaît AB ou c, on connaîtrait aussi 

\AB ovilc. Faisant alors , dans \m des triangles partiels égaux , 

R\a\:sin\C:\Cy on trouverait la valeur de sin | C , et les tables donne- 
raient | C; enfin on conclurait de là ^^ et par conséquent ^ , puisque ces an- 
gles sont' égaux. 

Si les^ trois côtés étaient inégaux , en supposant encore une perpendicu- 
laire CD abaissée d'un des angles C sur le côté opposé AB , pris pour 
base, fig. 31, ou sur le prolongement de ce côté, fig. 32, on pourrait 
encore résoudre le triangle proposé ABC en résolvant les triangles rec- 
tangles A CD y BCD ; et pour- résoudre ceux-ci, il suffirait de trouver la 
valeur des lignes AD , BD , que Ton appelle les segmens. On remarquera 
que ces segmens ne sont pas toujours des parties de la base ; mais qu'ils 
sont, dans tous les cas, les distances de chaque sommet des angles sur la 
base au pied de la perpendiculaire. Or on connaît AB^ qui, dans la fig. 3i,* 
est la somme des segmens , et , dans la fig. 32 , leur ^ diflërence ; il suffirait 
donc, pour avoir chacun d'eux en particulier, de déterminer, dans le pre- 
mier cas, leur différence, et, dans le second, leur somme (Algèb. n^ 711 
avec la note). Recherchons s'il n'y aurait point quelque proportion entre 
la somme et la différence des segmens de la base , et entre la somme et la 
différence des deux autres côtés du triangle. 

Pour ajouter le plus petit côté CA au plus grand côté CB, et pour l'en 
retrancher , il faut 4éçriie , avec CA pour rayon , et du point C pris pour 
centre, une circonférence, et prolonger jSC jusqu'à la ciiconférence en E. 
Mais alors AB et BE^ fig. 31, seront deux sécantes géométriques, qui 

G 






6t) TRIGONOMÉTRIE RICTILI6NE; 

donneront (Géom. Liv. V. Th. XXL Coroll. III) AB.BEwBF.BO, ou, 
ce qui revient au même : 

AB \ BC + AC.: BC— AC: BD — AD. 
Prolongeant aussi BAD , dans la fig. 32 , jusqu'à la circonférence en G , 
les lignes BG et BE seront deux sécantes géométriques , et Pon aura . . • 
BG.BE::BF:AB, ou AB:BE::BF: BG, ou encore: 

AB:BC + AC\:BC — AC:BD + AD. 
Les trois preitiiers termes de ces proportions étant connus, on pourra 
donc trouver les quatrièmes , savoir la diiFérence des segmens , dans le Cas 
de la fig. 31 , et leur somme, dans le cas de la fig. 32. D'où l'on conclura 
les segmens -même, comme nous l'avons déjà dit. Etc. 
Nous avons donc ce théorème : 

Quatrième principe: Dans tout triangle rediUgne, un c6té quelcon- 
que, pris pour base, est à la somme des deux autres côtés, comme la 
différence de ces mêmes côtés, est à la différence ou à la somme des 
segmens. 

Si le calcul donne le quatrième terme plus petit que le premier, cela 
prouve que le' premier ou la base est la somme des segmens , que le der- 
nier est la différence des mêmes segmens , et que la perpendiculaire tombe 
au dedans, fig. 31. 

Si le calcul donne le quatrième terme plus grand que le premier, cela 
prouve que le premier ou la base est la différence des segmens, que le 
dernier est la somme de ces segmens , et que la perpendiculaire tombe au 
dehors, fig. 32. 

Enfin si le calcul donne le quati'ièmc tenue égal au premier , cela prouve 
que la différence des segmens est égale à leur somme ; c'est-à-dire que le 
segment AD est nul, que la perpendiculaire CD tombe sur CA, et que 
l'angle A est droit, fig 33. 

Dans ce dernier cas , la base AB est tangente au cercle , et moyenne 
proportionnelle entre la somme des deux autres côtés et leur difl!erence 
(Géom. Liv. V. Th. XXI. Cor. IV). Si, par exemple , la base est à, et le» 
deux autres côtés 5 et 3 , on a : 

4 : 8 : : 2 : 4 ou 8 : 4 : : 4 : 2. 
Il est d'ailleurs facile de voir que si le principe actuel n'apprend rien lors- 
que le triangle proposé a ses trois côtés égaux ^ ou deux côtés égaux avec 
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une base plus petite ou plus grande que chacun d'eux , il s'étend cependant à 
ces cas-là , et que son énoncé est tout-à-fait général. 

81. Ce même principe, combiné avec le premier, peut servir à trouver une 
distance inaccessible AC^ fîg. 34, sans instrumens. 

Choisissez une base AB , et vous plaçant en -^ et en -S , faites planter en 
C et en C" des piquets dans les alignemens -4 Cet BC; mesurez avec une 
perche les côtés des triangles ABC ^ ABC" ; les côtés connus du premier 
vous feront trouver l'angle C'AB ^ les côtés connus du second vousjferont 
trouver l'angle C"BA , et conraie vous avez mesuré AB vous pourrez calculer 
AC et BC par le premier principe. 

Si , par ce moj'en ou par quelqu autre , vous avez déterminé les distances 
ACet AD y fig. 36, avec Tangle A, le second principe vous donnera les an- 
%lcs C et -D, et vous pourrez alors trouver CD. 

Des lignes trigonométriques , en général. 

82. Nous savons maintenant résoudre un triangle, dans tous les cas où 
la chose est possible. Nous n'avons eu à considérer pour parvenir à ce but 
que les principales propriétés des sinus et des tangentes ; mais il existe 
d'autres lignes trigonométriques fort intéressantes à considérer , et dont 
nous allons parler actuellement. Les rapports que ces lignes ont entr'elles 
et avec les côtés des triangles , fournissent des formules que l'on peut com- 
biner de mille manières , et qui sont d'un très-grand usage dans toutes les 
parties des mathématiques. Quelques-unes servent d'ailleurs à calculer les 
tables de sinus. 

Quand on a décrit l'arc qui doit mesurer l'angle CAB , fig. 36 , et qu'on a 
abaissé le sinus MP ^ on a, dans le triangle rectangle AMP ^ deux côtés 
qui sont les sinus des angles opposés, savoir AfP = jin -4 tt AM^=^AD=:zR^ 
qui est le rayon des tables ou le sinus d'un angle droit quelconque , et par 
conséquent le sinus de l'angle P. Quant au troisième angle AMP ^ il est 
égal à MADj dont le sinus est MQ=:AP; ainsi Te troisième côté AP est 
aussi le sinus de l'angle opposé ^Afi^. On a donné un nom aux deux angles 
MAP et AMP^ ou MAP et MAD^ qui font ensemble un angle droit, et 
on a dit qu'ils étaient compléniensVxmAe l'autre. Plus généralement, lorsque 
d'un angle droit on retranche un angle quelconque , celui qui reste et celui 
qu'on a retranché sont dits complemens l'un de 4'autre. D'où il résulte que 

G2 
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si un angle aigu est considéré comme étant en +, son complémelit est 
aussi en -h, et que si un angle obtus est considéré comme étant en +, 
son complément est en — Ainsi le complément de CAB^ fig. 19, c'est 
+ C^C"% et le complément de C^AB c'est — C^AC''. On dit la même 
chose des arcs , qui servent à mesurer ces angles. Un angle ou un arc 
de 25®40' a donc pour complément 74°60'; un angle ou un arc de' 160^80' 
a pour complément — #(K)°80'. Généralement un angle ou un arc étant de 
A^ son complément est 10(P — A^. 

Lorsque de deux angles droits ou de 200® on retranche un angle ou un 
arc quelconque, la quantité qui reste et celle qu'on a retranchée sont dites 
supplémens l'une de l'autre. Ainsi les angles Cj4B, C^'AEy qu'on appelle 
en géométrie angles de suite, sont dits ici supplémens l'un de l'autre, et il 
en est de même de CAB et de CAE^ etc. Généralement un angle ou un 
arc étant de A^ son supplément est 200®—- ^4^ Dans un triangle, un angle 
est toujours le supplément de la somme des deux autres et réciproquement ; 
et dans ce cas ces supplémens sont toujours en + , puisqu'ils sont moindi'es 
que 200*. 

Cela posé , MQ étant le sinus de CA C" ou de AMP , est le sinus du com- 
plément de CAB ; pour abréger on dit que MQ ou AP est 4e cosinus de 
CAB ou de Tare qui mesure cet angle. En général le cosinus n'est autre 
chose que le sinus du complément ; ou , si l'on veut , c'est la partie du diamè- 
tre comprise entre le sommet de l'angle et le pied dû sinus. MP et AP ^ 
ifP et AP' , M" F' et AF' , sont les sinus et cosinus des angles CAB , 
CAB, C'AB. 

Il est facile de voir, par la figure, que si l'angle est tout-à-faît fermé ou 
nul , son cosinus est égal au rayon • que ce cosinus diminue ensuite à mesui'e 
que langle augmente, et qu'il se trouve nul quand l'angle est droit. Si l'an** 
gle devient obtus le cosinus se rétablit, et augmente en même temps que 
l'angle, pour se retrouver égal au rayon quand l'angle s'est tout-à-fait ou- 
vert ou qu'il est devenu égal à deux droits. D'ailleurs le cosinus d'un angle 
obtus est toujours égal ^u cosinus de son supplément aigu ; mais il est dirigé 
en sens contraire , parce qu'on doit rapporter tous lés angles aigus au pre- 
mier quart de cercle , et compter la longueur des cosinus depuis le centre 
jusqu'au pied du sinus. 

Tout comme on a considéré les sinus de complément , on a aussi considéré 
les tangentes de complément , qu'on a nommées cotangentes. Pans la fig. â6, 
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BE eet la tangente de CAB , et DC est sa cotangente ; réciproquement D G 
est la tangente de CAD , et BE est sa cotangente. Quand l'angle est nul la 
cotangente est infinie, parce que urfC se trouvant couchée sur AB est pa- 
rallèle à DCy la cotangente diminue ensuite graduellement quand l'angle 
augmente , et elle est nulle quand l'angle est droit. 
Si on veut considérer ces lignes relativement à l'angle obtus, on verra 



que la tangente qui était infinie pour l'angle droit ( rf*. 78 ) , redevient finie 
et se trouve dirigée en sens contraire dès que l'angle est obtus ; ainsi BE' 




repris une longuei 

obtus augmente , la tangente diminue et la cotangente augmente , et quand 
il s'est tout-à-fait ouvert, et qu'il est égal à deux droits, la tangente est 
liulle et la cotangente est infinie. 

Enfin nous devons dire que lorsqu'on a mené une tangente à l'extrémité 
d'un arc , le rayon prolongé qui passe par l'autre extrémité , et qui ren- 
contre en général la tangente , s'appelle la séccaite trigonométrique de Tare 
ou de l'angle mesuré par cet arc. Et la sécante du complément se nomme 
eosécante: Ainsi AE est sécante de CAB et AC est sa cosécante ; récipro- 
quement j4C est sécante de CAD et AE est sa cosécante (*). Tout comme 
le sinus , le cosinus , et le rayon , forment un tiiangle rectangle , on voit que 
la tangente , la sécante , et le rayon , en forment aussi un , et qu*il en est 
de même de la cotangente , de la cosécante , et du rayon. 

Si l'angle est nul , la sécante est égale au rayon , et la cosécante est in- 
finie ; quand l'angle augpiente , la sécante augmente , et la cosécante dimi- 
nue. Lorsque l'angle est droit, la sécant^ est infinie» et la cosécante est 
égale au rayon. Enfin si l'angle devient obtus , la sécante va en diminuant , 
et la cosécante en augmentant ; mais tandis qu'elles étaient d'abord dirigées 
dans le même sens , elles sont maintenant dirigées en sens contraire l'une 



( *) On voit donc que , dans la trigonométrie , la sécante part toiûours du centre 
€t se termine de l'autre côté à la rencontre de la tangente , et que la tangente part 
toi\)ours d'une des extrémités de Tare et se termine à la séeante. Ce qui fait envi- 
sager ces lignes sous un point de vue plus particulier que celui sous lequel on les 
envisage dans la géométrie. 
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de l'autre, comme yiE' et AC. Alors si Tangle s'ouvre toot-à*fait, la sé- 
cante devient encore le rayon, et la.cosécante est inSnie. 

Sans garder tous ces résultats dans la mémoire , on pourra les retrouver 
au besoin au moyen d'une figure très-facile à construire. Et Ion pourrait 
même suivre ainsi les sinus, cosinus, tangentes, cotangentes, sécantes, co- 
sécantes , dans des arcs plus grands que le demi - cercle , et qui compren- 
draient même une , deux , ou plusieurs circonférences , avec des fractions 
de circonférences ; cela ne peut souffrir aucune difficulté. 

83. M^ Lacroix, en suivant un plan dfférent du nôtre, s'est servi d'un 
procédé très-ingénieux pour amener la considération des lignes trîgonomé- 
triques, et poui* les faire naitre en quelque sorte; nous allons transcrire 
ici ce morceau, qui nous paraît fort intéressant. 

« Ceux qui ont entrepris les premiers de développer, par une suite d'opé- 
rations numériques , ou par des formules algébriques , les relations qu'ont 
entr'elles les différentes parties d un triangle , ont dû se trouver arrêtés par 
la difficulté de faire entrer dans le calcul la grandeur des angles , qui , 
mesurés par des arcs de cercle, ne peuvent être comparés avec les lignes 
droites ( * ). Mais ils ont bientôt reconnu que s'ils pouvaient , par un moyen 
quelconque , calculer une suite de triangles dont les angles eussent toutes 
les valeurs possibles, cette suite en renfermerait nécessairement un qui 
serait semblable au triangle que l'on aurait à déterminer, quel qu'il fût, ^ 
et qu'alors de simples proportions suffiraient pour déduire les parties du 
second de celles du premier. L'exemple suivant éclaircira ce que ces no- 
tions peuvent avoir d'abstrait. „ 

** Supposons que dans le triangle ^-ffC, fig. 16, on connaisse l'angle 
jél , l'angle -ff , et le côté c , on cherchera dans la suite des triangles calcules , 
celui qui a deux angles A' et 5' respectivement égaux aux angles A ^t B ; 
il sera nécessadrement semblable au triangle proposé ABC; et puisque toutes 
ses parties a% 6' , c' sont connues , on aura les proportions : 

c' i € :: a! : a^ c* : c :: b' : bj 
dans chacune desquelles les trois premiers termes sont donnés. On trouvera , 
par conséquent : 

ea! cb' 



mt 



(*) N'est-ce pas trop dire? 
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et coinmc on a d'mlleurs C= C'y toutes les parties du triangle ABC seront 

déterminéek. » 

" Maintenant qu'on voit le parti qu'on peut tirer d une suite de triangles 
faits sur tous les angles possibles , et dont les côtés seraient calculés , il est 
naturel de chercher les moyens de former une pareille suite. ,, (Ici nousj 
quittons M^ Lacroix, pour le reprendre dans un moment). Or tout triaur 
g\e ABCj figures 16, et 17, peut être ramené au triangle rectangle; cat 
ayant pris un côté AB pour base , si du sommet C on abaisse sur [cettq 
base une perpendiculaire CD , dès qu'on aura déterminé les triangles rec!, 
tangles ACD^ BCD^ le triangle ^^Csera aussi déterminé. Cela posé, tous 
les triangles que nous avons à calculer sont rectangles-. " Il est facile dé 
voir qu'on les pourra construire tous dans un quart de cercle , en abaîs«I 
sant de chacun des points de l'arc , fig. 19, des perpendiculaires Af/^ , M'P''^ 
M"P'\ etc., sur la ligne AB , et tirant les rayons AM^ AM' , AM' ^ etc; 
les triangles AMP^ AM¥\ AM'P\ etc., formés ainsi, seront rectangles 
en P, F, P", etc., et les angles VAM^ PAAf, PAM", etc., auront suc- 
cessivement toutes les valeurs possibles: enfin les angles AMP^ AM'P ^ 

* 

AM'P' y etc., qui, avec les précédens, forment un angle droit, seront 
aussi tels que l'exige la nature des triangles rectangles ; et il ne saurait existeç 
de triangle rectangle qui ne soit paa équiangle avec quelqu'un de ceux que; 
fournit la construction présente. Il est à propos de remarquer que ces 
derniers ont tous une même hypothénuse , égale au rayon de lare. » 

^ On pourrait encore former une suite de triangles rectangles, ayant tous 
un des côtés del'angle droit égal au rayon du cercle ; il suffit pour cela 
d'élever la tangente indéfinie JG, fig. 28, à l'extrémité du rayon y^r, et 
de mener par le centre A et par les points il/, A/', M" , etc., les sécantes 
AG, AG\ AG\ etc. Il est évident que les triangles ATG^ ATG\ ATG" \ 
etc. , auront successivement toutes les combinaisons d'angles qui peuvent exister 
dans un triangle rectangle ; et parmi ces triangles , il s'en trouvera néces- 
sairement un semblable à tel triangle rectangle qu'on voudra. „ 

Viennent ici les dénominations des lignes AfP, Af/*', etc., fig. 19, et des 
lignes A/Ç, ^'^^ etc., ou AF ^ AF , etc., qui sont les sinus et cosinus 
des ai*cs correspondans ; celles des lignes TG, TC y etc., fig. 28, et de^ 
lignes 4 G, AG\ etc., qui sont les tangentes et sécantes des arcs corres- 
pondans. Enfin la définition des cotangentes et cosécantes. ^ 
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Formules relatives aux lignes trigonométriques, 

84. Dans les analogies précédentes, destinées à la résolution des trian- 
gles, nous avons nécessairement dû faire entrer les côtés de ces figures 
(n^ 72); maintenant nous allons, en quelq^ie sorte, prendre chaque angle 
à part, et chercher des formules relatives aux lignes trigonomé triques de 
ces angles , sans considérer en aucune manière les côtés des triangles. 

La première chose à observer ici, c'est qu'il est très- facile de calculer le 
cosinus d'un angle quand on connaît son sinus , et réciproquement ; car la 
seule inspection de la fig. 36 prouve que Ton a : 

sir?' + cos'^ = J?* , 
d*où Ton tire : 



C(7^ = Hh V'A* — sih? ^=^'±:^^ iR-^- sin) ÇR — sin)^ 



sin = ±^\/R^ — cos^=^±i\/iR-{-cos)iR — cos). 
On a donc aussi; 

sirî^ A + cosl^ A = sin} B + cos"^ B , 

sw? A — siifT? B = CQS'^ B — cos'^ A , 

(jsiin A'^'SinB^ {sin A — sin B) = {cos B + cos A) (cos B 

sinA + sinB: cos B + cos A : : cos B — cos AisinA-^ 



r* * • 



"COsA)^ 
sinB. 



CD 



Avec un même sinus , on a donc deux cosinus égaux , l'un en plus , l'autre 
en moins ; ce sont évidemment les cosinus de deux angles , l'un aigu , l'autre 
obtus, supplémens l'un de l'autre; cosinus que nous savons être égaux et 
dirigés en sens contraire (n^ 82). Mais avec un même cosinus, dh'igé 
dans un seul sens , on voit par la formule qu^on a aussi deux sinus .égaux 
et de signes differens. Ces sinus appartiennent à deux» angles égaux séparés 
par le diamètre HB sur lequel on a abaissé les sinus , qui se trouvent ainsi 
dirigés en sens contraire. D'où Ton voit que les sinus sont en plus au-dessus 
du diamètre HB^ qu'ils sont en moins au-dessous; et que les cosinus sont 
en plus à di*oite du diamètre DG^ et en moins à gauche de ce même 
diamètre. ^ 

85. On peut observer ensuite que lorsqu'on connaît le sinus et le cosinus 
d'un angle, on peut facilement calculer sa tangente , sa sécante, sa cotan<» 
gente, et sa cosécante: les triangles AMP et ABE^ AMQçtACDy fig. 36^ 
donnent : 

, cos: 
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R, sut 
cas : sin : : i? : tang î=: 
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cos : R:: R : sic 



cas 
R^ 



cas 



ain : cos ::R: cotang 



siri: R::R: cQse'c 



R.ûos 



... (2). 



sm 



R* 



sm 



Il résulte de ces formules : l^ Que toutes les fois que le sinus et le ci^imis^, 
seront de même signe la tangente et la cQtajtxgente seront en plus ; ce qui 
aura lieu dans le premier quart de cercle D^B e^ dans le trpisièjp^ >K/^. 
Alors la tangente et la cotangente sont dirigées comme BE et Dp. 2*. Que 
toutes les fois que le sinus et le cosinus seront de signe contraire, la tan- 
gente et la cotangente seront en moins ; ce qui aura lieu dans le second 
quart de cercle DAH et dans le quatiième GAB, Alors ces . lignes seront 
dirigées comme BE et DC 3^. Que quand le sinus et le cosinus seront ea 
plus, la sécante et la cosécante seront en plus; cela aura lieu dans le pre- 
mier quadrant* Alors ces lignes se superposeront et marcheront depuis le 

__ 4 

centre en sens direct de la seconde extrémité de l'arc. 4^. Que quand le 
sinu8*"et le cosinus seront en moins, la sécante et la cosécante seroijt en 
moins; cela aura lieu dans le troisième quadrant. Alors ces lignes se su- 
perposeront encore et marcheront depuis . le centre en sens mverse de Ja 
seconde extrémité de l'arc, puisqu'elles reviendront dans le premier qua- ' 
drant. 5^ Que quand le sinus sei'a en plus et le cosinus en moins , la sécante 
sera en moins et la cosécante en plus ; cela aura lieu dans le second qua- . 
drant. Alors ces lignes seront prplprtgement Tune de l'autre, la sécante 
marchant en senfe inverse de la seconde extrémité de l'arc et la cosécante 
en sens direct. 6*. Que quand le sinus sera en moins et le cosious en plus, 
la sécante sera en plus et la cosécante en moins ; cela aura lieu dans le 
quatrième quadrant. Alors ces lignes se mettront encore bout à bout , 1* 
sécante marchant directement vers la seconde extrémité de l'arc et la co- 
sécante se dirigeant en sens inverse. 

86. Du reste les formules (1) et (2), soit qu'on les prenne isolément^ 
soit qu'on les combine enti-'elles , peuvent donner plusieurs expressions dif- 
férentes de chaque ligne trigonométrique , et certaines analogies plus ou 

H 
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moins remarquables. Mais il vaudra mieux les rechercher lorsque nous serons 
dans le cas d'en faire qi^elqu'application ; nous nous bornerons ici à eit 
indiquer quelques-unes. 
Far exemple, on tire tout-de-suite de (2): 

iang. cot=:Jl^. tangr=: , cot = -: ... C3). 

^ ' . co« tang ^ ^ 

On a donc aussi : 

cotA cot B tang A tang B 

d'où il résulte également : 

tang A : tang B : : cot B : cot A. . . (4). 
Les formules ( 2 ) donnent aussi : 

tang : cot :: sin* : cos^ j séc\coséc::sin:cos... (5). 
Parmi les résultats qu'on pourrait obtenir de la combinaison de C O ^H^ 
(2>) il en est qui résultent plus simplement de l'inspection des figures, et 
qu'on retrouve ainsi plus facilement au besoin ; en voici deux exemples. lia 
fig. 36 donne : 

5éfc» — tang^ = ^, cosé<^ — cot^ = ^* ; 
d*où Ton peut conclure : 

séc^ — tengr* =^ casée* — coP' j séc* — coséc* = tang* — cot* , J . . . (6> 
séc + tang : coséc + cot : : cosec — cot : séc — tang^ 
séc + coséc : tang -\- cot :: tang — cot : séc — coséc. 
S7. Tout revient donc, dans le calcul des lignes trigonométriques , à la 
détermination dts sinus (n^. 84, 85); reste à voir comment on peut 
trouver ceux-ci. Nous en obtiendrons du moins assez facilement quelques* 
uns.. 

1*. On sait que le «nus de Fangle droit est le rayon , et que son cosinus 
est nul ; fiMsant le rayon égal à 1 ^ ou prenant pour unité le rayon quel 
qu'il soit (n^*. 67, 76), on aura: 

sin 100^= 1 , cos 100^ = 0. 

2*. Si l'angle MAP, fig. 36, est de 50^, langle AMP sera aussi de 50«^, 
et le sinus Mf sera égal au cosinus AP ^ on pourra donc tirer de ( 1 ) , *^ r 
2 5in*60* = i'; d'où 

sin 50« = I v^2 , cos 50^ = | \/2: 
.(Voyez Géom. Append. Probl. XXV;. 

3*. Comme le cô^té de l'hexagone régulier inscrit est égal au rayon du 
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cerde ( Géom. Append. JProbl. XXIV ) , on a la corde de la sixième partie 
de la circonférence égale à 1 ; mais la moitié de cette corde est k sinus 
de la douzième partie de la circonférence, ou du tiers de Fangle droit; 
calculant donc le cosinus par les formules ( 1 ) , on a : 

^rnf (!00<>) =5, c<7x|(100») = I v^3. 

4i^ Comme le côté du W Mtsiu»tm régulier inscrit est égal à la plus grande 'èéreu^tm*^ 
partie du rayon divisé en moyenne et extrême raison (Géom. Append. 
Probl. XXVI), si Ton fait a = l dans la formule du n*. 64, on trouve 
pour le côté du décagone, ou pour la corde de 40^, \ (\/5 — 1); donc 
$vn 20^ = J(v^5 — 1), <?o^20' = i\/10 + 2v^5. 

Il faut du reste observer, que le sinus.de chaque arc est le cosinus du 
complément de cet «rc, et réciproquement que chaque cosinus est un 
sinus. 

88. Voilà donc quelques sinus connus, qui peuvent servir de point de 
départ. Il faudrait voir maintenant , si connaissant sin A et cos A , sln B et 
co^ Bj on ne pourrait pas généralement déterminer «n (-^± tf) et . . . 
cas (-4Ht-ff); car il est évident qu'on n'a pas siniA'±:^B):=isinA'±iSinB. 

Supposons que G M soit Tare A^ fîg. 37, et DM Tai-c B, on connaît 
sin A et cos A^ ou MP et CP, outre sin B et cos B^ ou DE et CE\ et 
Ton voudrait trouver la valeur de sin (A + B) et de cos {^A + B)^ ou 
DF et CF. ^ 

Menant EH parallèle à MP et EK parallèle à CP, les triangles sembla- 

blés CJ/P, CEBj donneront: 

- . . „ -,-- sinAcosB ^ ^ ^ ^^, cos A cos B 
R\smAv.cosB:EH=, ^ > B : cos B::cos A : Q/iI=s ; 

Les triangles semblables CMP^ DEK^ donneront: 

n . D ^ T^^ sinBcosA « . ^ . ^ ^^ sinAsinB 
RisinB::cosAiDK=z ~ , Ji:sinA::sinB:EX= --. . 

Ajoutant la valeur de DX à celle de Eff ou XF, pour avoir DF ou 
sin (ji + B),' tt retranchant la râleur de EX zss FH de la râleur de CH^ 
pour aroir CF ou cos C^+JB), on obtiendra: 

'' , j , n^ sin A cos B -i-sinB cos A 

^ , . „ . cos A eos B-— sin A sin 3 { ^ ^ 
cos (A + B)== ^ ■ . 

H 2 
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On a donc aussi , sans consulter aucune figure , 

. . «. . ^ ^n B^ cas B + sinB cos Bf 
sin(B' + B) =i 



cosCB' + B) 



R 
€Os R cos B-^^sîn ff sin B 

' r 

R 



faisant B! 1=1 A — B^ on aura ff ^ B^=. A^ substituant ces râleurs et 

multipliant par R , on trouvera : 

R sin A =: COS. B sin (-^ •— i?) + ^wr B cos ( if -— ^) y 
R cos Az=€os B cos(A — B^ — sin B sin {A — ^); 

considérant sin (A — ^B) tt cos (A — B}- comme les inconnues de ces 

deux équations, éliminant pour calculer leurs valeurs, et ce souvenant que 

sin^ + cos^ = i?* , on trouvera , après les réductions r 

sin A cos B — sin B cos A 
sin (A — B)z=: 



cos (A — 5) = 



R 

cos A cos B + sin A sïn B 



... (8> 



R 

89. Si Ton fait dans (7) ^ = -4, on aura (n*. 84)i 

2sinAcosA cos^A — sin^A 2 cos' A _ 

sin2A'=: — . — ■ , cos2A^=^' 5 = 5: R... (9X 

R R K 

Ces formules serviront à calculer le sinus et le cosinus d'un arc double , 

lorsqu'on connaîtra le sinus et le cosinus de l^arc simple. 

Si Ion fait dans (7) iB = 2.4, qu'on substitue ensuite k sin 2A tXk 

cos 2 A les valeurs de ( 9 ) y et qu'on simplifie encore les résultats au moyen 

de ( 1 ) , on aura : 

Àsin^A ^ . Àcos^A 
sin3A=:3sinA — — y eos 3-4=— ScosA'i — • • (10). 

Et si l'on faisait dans (7) jff=:3il, jff = 4i4, etc., on poiurait obtenir les 
valeurs de sin ÀA^ cos àA, sin ôA^ cos 6-4, etc. ; toutes exprimées au 
moyen de sin A , de cos -4 , et de leurs puissances. . ' 

•90. Maintenant, après avoir tiré de (O cettç équation: 

lcos^lA+lsin^\A:=^iR\ 

Si l'on met lA k\^ place db A dans la seconde formule ( 9^) sous sa pre- 
mière forme, qu'on multiplie par i?, qu'on divise par 2, et qu'on prenne 
le. second membre pour le premier , on aura : 
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retranchant d*abord cette équation de la précédente , puis les ajoutant en- 
suite , et ext rayant les racines , on obtiendra : 

sinlA=\/lR^ — lRcosA, coslA=:x/iIi^ + iR cosA ... (H) ; 
ce qui servira à calculer le sinus et le cosinus de la moitié, d'un arc , par le 
cosinus de cet arc. On pourrait aussi trouver des formules où ces valeurs 
seraient exprimées au moyen de sin A. . 

Si dans les valeurs des sinus et cosinus dç 3 A, de -4 -4 , de 5 -4 , etc. , on 
met successivement k la place de -4, j-4, ^A^ ^A, etc., on obtiendra des 
équations propres à donner les sinus et cosinus du tiers, du quart, de la 
cinquième partie , etc , de tel ou tel arc connu ; mais elles seront de degrés 
plus ou moins élevés. 

91. Du reste les formuîes (7) et (8) en peuvent donner beaucoup d'au- 
tres , plus ou moins importantes ; nous allons voir celles que Ton emploie 
le plus fréquemment. 

Ajoutez Jaboçd la valeur de sin (A'—^B) à celle de sin (A+B)^ en- 
suite retranchez la première de la seconde ; et faites la même chose pour 
éos (A — B) et ûos CA + B), vous aurez, après les réductions : 
sinAcosB=:lItsin(A + B) + lIlsin(A — B), 
sinBcos A=ziRsin{A + B^ — {RsiniA — B), 
eos A cos B=IR cos ( A — B)+IR cas(A + B), 
sinAsinB = lRcos(A — By — iRcos(A^B). 

92. Supposant A + B=z P^ A — Bs=Q, ajoutant ensemble ces deux 
équations , puis retranchant la seconde de la première , on aura : 

A=^IÇP+Q), B=i(P^Q), outre A + B^P, A-^B = Q; 
substituant ces valeurs dans ( 12 ) , on en tirera facilement :. 

2siniCP + Q:)cosi(P — Q:) 



(12). 



sin P + sin Q 



sin P — sin Q = 



__ 2sinl(P'-Qycosl(.P-^Qy 



R 



D_i_ ^ 2cos\(,P'\'Çl')cos\iP—(D I 
eos P + cos (2 = =-^ -"^^-^ ^-^ ^^ , 



• • 



( 13 ), 



/ 



cos Q — cas P 



R 

2 sin I (P^Q)sin U^ — Q) 

R 



93. Divisant ces formules les unes par les autres, et observant que, 
d'après (2), 
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sin 4ang R 



on obtiendra: 
sut P-^sinQ . 

sin P — sin Q 
sin P + smQ 

cos P + cos Q 
sin P + sinQ 



cot 



R 



cot 



sml(P + Q)eosliP—Q) tang 



coslCP + Q)sini[P—Q) 
sJnjCP + Q) _ tangi(P 

coslCP-hQy 
coslCP — Q) 



tangi^P^Qy 



sinl(P-Q ) 

cosliP — Q) 
cos l (P+Q ) 

sittlCP-hQ) 

cosl(P + Q)cosi(P—Jl) 

sini(.P-{-il)sinl{P-^Q\ 



R 

R ' 

cotiCP-^Q) 



...(.14). 



R 



cot I (P4-$) 






COS Q — cos P 
.sin P '-^sinQ _ 

cos P + cosQ 
sin P — sinQ 

-cosQ — cos P 
cos p + cos Q _ 

cos il— cos P ^ ^m|(P-fjg)^iw|(P— j^)~<angr|iP— jg) 

94. Si dan8 le8 deux premières de ( 12 ) on fait B^=^A^ on retroirrera 

une des formules ( 9 ) ; mais si on fait la même supposition dans les deux 

dernières de C 12 ) , on aura : 

co^A=^lS^ + \Rcos2Ay «n*^=|/ï» — lRcos2A... iiS). 

Ces résultats se tireraient aussi de ( 9 )• 

Si dans les deux premières de (13) on fait j^^^o» *on obtiendra: 

2sîniPcos\P 

* -î— -..(16). 



sinP 



R 



Si on fait la m&me supposition dans 

vera : 

2co^lP 
R+cosPz=z^ * 



cosP 



^'"•^^...(.7). 



R ' - " - ji 

Si dans la secottde ou la quatrième de (14), on fait encore P=o, et 
de même dans la troisième ou la cinquième , il en résultera : 

SinP _tanglP __ R sinP _ cotiP _ R . . 

R-^cosP~' R ~~cotiP* R—cosP'^ R ^ tanglP'"^ ^' 
£n faisant la même supposition dans la sixième , on trourera : 

R + cosP coi^iP B* 



R^cosP iP tan^\P 

La première ne donnerait que 1 =;? 1. 



• • • 



(19). 



\« 



AUX LIGNES TlIGONOMiTRIQUES. 65 

95. Prenant dans (2) la valeur de la tangente de ^ + ^ , substituant dans 

cette Taleor celles de sût (A + B) et de cas (A + B)y tiiées de (7), et 

obsenrant que Ton a aussi, d après (2), 

^ cas A tang A . cas B tang B 
sm A z= -^ , sm B:=i ^ , 

substituant encore ces valeurs , et divisant tout par cas A cas B » on aura : 

#/.«^ ^AJ^n^^ ^(^tangA^tan g B) 

jBP — tang A tang B 

€n trouverait de même : ).r. (20). 

^ ( tang A — tang B) 

tana (A-^ B) =: ^^ ^ 2 — i 

*^ ^ IP + tangAtangB 

Si dans la première on fait B=:Aj il en résultera : 

2 B^ tang A '^,^ 

tang 2 A =:^'^ ^r-r*** (21> 

^ JP^tang^A ^ 

£n fsusant B'=i2A^ on auridt : 

^ ^ iî* (^tang A + tang 2 A) 
tang3A:=—— 



• • • • 



iî* — tang A tang 2 A 

d'où Ton pourrait tirer, au moyen de ( 21 ) , J . , . (22)» 

^ ^ S R^ tang A — tang^ A 
tang & A =z — ^ ^ 



• •- • 



JP — 3 tang^ A 

Et ainsi de suite. 

Four avoir tang | i4 , on pourra écrire la valeur de B sin l A sur celle 
de cas | A , prises dans (11), multiplier ensuite haut et bas par la valeur 
de sinl Aj mettre sin^ il à la place de ^ — cos^ A , extraire la racine 
indiquée et réduire ; on obtiendra : 

JP — RcosA 

tangiA=z .^. (23 >. 

sm A 

Au moyen des valeurs do sinl^ A j cas ^Aj sin {A^ cas l A , etc. (n*. 90 )^ 

^n pourrait avoir celles de tang f A , tang | A , etc. 

On pourrait aussi trouver des formules pour exprimer ces tangentes, 

en mettant dans (21), (22), etc., lA^lAy etc., à la place de A^ 

Notions sur le calcul des tables de sinus , tangentes , ete^ 

96. Nous avons vu (n®. 87) que tout revenait , dans le calcul des lignes 
trigonométriques , à la détermination des sinus. Or j en prenant le rayon 
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pour unité , tous les autres sinus seront des fractions , que Ton représai- 
tara par des décimales; et puisque les fractions de cette espèce ne sont 
pas toujours finies, il faudra se détei-miner à donner dans les tables, un 
certain nombre de figures décimales à chaque sinus, suivant le degré d'aji- 
proximation que Ton voudra obtenir; supposons, par exemple, sept déci- 
males. D'ailleurs comme ces nombres doivent souvent être muAtipUé» ©t 
divisés les uns par les autres , pour le calcul des lignes trigonométriques , 
il faudra leur donner d'abord cipq ou six décimales de plus que celles qu'on 
veut leur laisser dans les tables. Ainsi, pour calculer le sinus de 6X)^, égal 
à î 1/2 (n^ 87), il faudra extraire la racine de 2, puis en prendre la 
moitié , ensorte que la fi-action ait au moins jusqu'à douze décimales. Il 
faudra faire la même chose pour le siniis de 20^ , qui vaut J (^b — 1 ) 
(n^ 87). Etc. 

Cela posé , si l'on part des sinus et cosinus connus du n®. 87 , on en 
pourra trouver d'autres par les formufes (7), (8), (9), (10), (11), et 
ceux-ci en feront trouver d'autres encore par les mêmes formules. Il est 
facile de comprendre qu'on les trouvera tous de cette manière. Ainsi le 
sinus et le cosinus de 50*' feront trouver par (11) ceux de 2£P y de 12^50', 
de 6^25', etc. Ceux de 20® donneront par (9) ceux de 40^ et 80® , par(10> 
ceux de 60®, par ( 11) ceux dç 10®, de 5^, de 2® 50\ de 1® 25% etc. Le» 
sinus et cosinus de 50® et de" 20® donneront par (7) ceux de 70^, et par 
(8) ceux de 30®. 

£t ainsi de suite. 

97, Il faut remarquer que les arcs très-petits diffèrent fort peu de leurs 
sinus ; d'où il résulte que lorsqu'on sera arrivé à ces arcs , par les procé- 
dés que nous venons de déci'ire, si on calcule lem's longueurs en parties 
du rayon 1 , on trouvera qu'elles sont représentées par les même fractions 
que leurs sinus, au moins Jusqu'à un certain nombre de figures décimales. 
Alors, à plus forte raison, les arcs plus petits encore seront -Us égaux à 
leurs sinus, cnsortc que pour avoir ceux-ci, il suffira de calculer ceux-là» 
Si on trouvait , par exemple , que pour le nombre de figures décimales 
que Ton veut, douze, par exemple, le sinus d'une minute fiit égal à son 
arc , et qu'on voulût avoir les sinus des cent premières secondes , on cal- 
culerait la longueur de l'arc dune seconde, que l'on multiplierait par 2 , 3, 
4; 5, etc., pour avoir les longueurs des arcs dç 2", ^3'% 4", 5", etc.^ et ces 

longueurs 
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longueurs seraient aussi celles des sinus de ces arcs. Or rien n*est plus facile 
que de calculer la longueur d'un arc donné. 
Le diamètre étant 1 , on sait que la circo^nférence vaut ^ ( Géom. Lir. V« 

Th. XXIIL Schol. UI), 

3.141592663590.... x 

ainsi , le diamètre étant 2 ou le rayon 1 , la circonférence vaut 

«.283185307180.... 
et par conséquent le quadrant égale 

1. 670796326795 •..; 
Donc le degré , qui est la centième partie^ du quadrant » vaut . 

0.015707963270 

La minute, qui est la centième partie du degré » égale 

0.000157079633,... 
La seconde, qui est la centième partie de la minute, vaut 

0.000001570796 

Cette valeur est aussi celle du sinus d'une seconde, et en la doublant, tri- 
plant , etc. , on aura les sinus de deui secondes , trois secondes , etc. , jusqu'à 
une minute. 

98. £n partant de cette donnée , qu*avec douze décimales, pour en garder 
sept dans les tables , la longueur de l'arc d une minute doit être prise pour 
le sinus même de cet arc , on peut trouver un procédé qui permette do 
«'élever de minute en minute , ou de seconde en seconde , jusqu'à cent de- 
grés , pour calculer successivement tous les sinus du quadrant. Ajoutons la 
première formule ( 7 ) avec la première formule ( 8 ) , nous aurons : 

sin {A + JS) =z2sin Jl cos B ^^ sin {A — B^. 
Supposons maintenant que A vaille m fois B^ ou que l'on ait ^ i= m j?^ 
et substituons cette valeur , nous trouverons : ' 

sin (m4- 1) B =: 2 sin m B cos B -'^ sin (m^-^ i) B . . . (2i); 
d'où Ion tire, en faisant successivement mssl,2,3»4, 5, etc., 

sîn2 B=:2 sinB, cos B^ 
sinS B=z2 sin2 B cos B ^^sinB, 
sinÀB =:2sin3 B cos B — sin2 BA^^^ C26\ 
sin 6 B=: 2 sin À B cos B — sin SB, 
sin6B:=:2smB B cos B-'^sinÀB, 

etc. 

Connaissant donc le sinus et le cosinus d'une minute» on pourra calculer, 

I 
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par ces fornmtes, te smnft de deux minutes, puis celui de trois minutes, puk 
celui de quatre minutes, etc., etc. 

•Sioii voulait calculer en même temps les cosinus, en ajoutant la seconde 
formule ( 7 ) avec la seconde formule ( 8 ) , et faisant les suppositions que 
nous venons déjà de faire, on arriverait à ces résultats : 

cos2 B=:2 cos^ B — 1 , 

cos 3 B = 2 cos2 B cas B — cas 5, 

cas 4 B= 2 cos 3 B cos B — cos 2 B^ l ^ ^ (26 ). 

ços 5 B=:2 cosÀ B cos B — cos 3 -ff , 

cos 6 B:=z2 cos 5 B cos B — cos À B , 

etc. 

Mais si Ton calcule en même temps le sinus et le cosinus de chaque arc, il 
suffira d'aller jusqu à 50^, puisque les cosinus des 50 premiers degrés sont 
les sinus des 60 ^derniers, et réciproquement (n^ 87 }r 

De la résolution des triangles par d autres principes. 

99< £n traitant de la résolution des triangles, nous n'avons pas indiqué 
tous les procédés qui peuvent conduire à ce but ; nous nous sommes atta- 
chés à des principes faciles à saisir et à démontrer, et auxquels on pût im- 
médiatement appliquer le calcul logarithmique. Maintenant que nous sommea 
plus avancés , nous allons reprendre cette matière , et faire connaître d'air 
très principes qui y ont rapport , et qui sont utiles et intére^sans. 

100. Considér(ms le triangle ABC^ fig. 31, la géométrie nous apprend 
qu'on doit avoir, (Géom. Liv. lY. Th. X), 

a» =r i* + c» — 2e. AD. 
D'un autre côté, le principe de trigonométrie du n^. 74 donne, pour 1« 
triangle rectangle ACD ^^ 

jR:^::sinACD:ÀD; ou (n*. 82) B :b ::cos A :AD. 
Nous préférons cette dernière proportion, parce que Tangle A appartient 
au triangle proposé , et non l'angle ACD. Ainsi 

^^ , cos A 

R 

Substituant cette valeur dans la première équation , elle devient 

cos A 
<l» = 6>4-tf* — 26c. — 5—... (27 )r 
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5i l'angle A était obtus, fig- 32, le dernier terme de la première équa- 
lîon serait en plus, mais le cosinus de A étant en moins (n^^ 82, 84), le 
dernier terme de la formule se trouverait toujours en moins. 

Si l'iangle A était droit, on jurait cas A =i o ^ et le dernier tenue se- 
rait nul 

Ainsi la formule est démontrée pour tous les cas; et si on l'applique aux 
auti^es côtés du triangle, on obtiendra, en extrayant les racines , 

^ ^ \..(28). 



^ a» + ô* — 2ab. 



cosC 



R 

l\ est clair que ces formules peuvent servir à calculer immédiatement un 
côté d'un triangle, quand on connaît les deux autres côtés et l'angle com- 
pris. On se trouve ensuite, pour détenuîner les deux autres angles, dans 
le cas où les données sont les trois côtés. Or ces mêmes formules erl don- 
nent d'autres propres à ce cas-là. 

101. Traitons cas A^ cos j5, cos C comme les inconnues, carrons les 
deux membres, transposons, multiplions par /? , et divisons pai' le coéflScient 
du cosinus , nous trouverons : , 



^ = ^V Wc )' ^^^^ = ^1 ^ )^ 

'^osC^Ri^ r-T ); 



2ab 

formules qui feront connaître les angles , lorsque les trois côtés seront 
donnés. 

102. £lletf peuvent aussi s'appliquer au cas où l'on aurait deux côtés et un 
angle opposé à l'im de ces côtés , et où l'on voudrait calculer immédiatement 
le troisième côté. Supposons qu'on connaisse les côtés a et A, fig, 31, et 
l'angle A opposé au côté a, et qu'on veuille calculer le côté c. Prenons C27J^ 
tout y est connu sauf c , résolvons donc cette équation comme une équa- 
tloji du second degré dont l'inconnue soit c, nous aurons :. 



bcosA /i/ . b^sin^A ^^ ^ 
—^ ±y ^* — — H5^ ••• (30). 



Discutons un peu cette formule , puisque nous savons que ce cas peut offrir 
quel(pie chose de douteux (n^ 76). 

I 2 
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b^ sm^ A à sin A 

D'abord le côté c «era impossible si a* < — — , ou si a < — - — ; 

b sin A 
mais il est facile de voir que cette seconde quantité -^ — ■= — exprune la per- 

pendiculaire CD ; car le triangle ACD donne : 

a : b : : sin A : CD ; 

ainsi le côté c est impossible , et par conséquent le triangle à résoudre , si 

ea veut supposer le côté opposé à A plus petit que la perpendiculaire CD. 

^ b sin A ^ b sin A 
Donc a = ou a > 

li H 

^. bsinA ^ ,. , > M X If X bcosA ^ 

Si a = — - — , le radical sannulle, et 1 on trouve c = — — . Dans 

R R 

ce cas A ne peut êtrç droit , car on aurait cos A=:Qy et r = o , parce que 
a ne pourrait se placer que sur b ou CA. On ne pourrait pas davantage 
avoir A obtus , car on aurait cos A en moins et c en moins ; ensorte que 
le triangle ne serait pas fermé du côté de Fangle obtus. En effet la perpen- 
diculaire ne peut jamais tomber dans cet angle. Ainsi dans ce cas A est 
aigu, et Ton n*a pom* e qu'une valeur en plus, comme dans la fig. 24* 

b sin A 

Si a > — , la formule donnera deux valeurs poulr r; or toutes le^ 

R 

fois qu'une de ces valeurs sera complètement en moins , elle devra être rejc* 
tée, parce qu'en portant cette seconde valeur en sens contraire de la pre- 
mière, sur ime même ligne droite, on fermerait un second triangle, qui ne 
contiendrait pas l'angle donné, à moins que cet angle ne fût droit 
Si A est droit , fig. 21 , sinA = R^ cos Az=zo, et la formule donne : 



Dans ce cas la seconde valeur de c, égale à la première, pourrait en effet 
être portée en sens contraire, pour fermer un second triangle égal au pre- 
mier ; mais ce ne serait que le même triangle dans une antre position. 

Si A est obtus, fig. 22, cos A est en moins, et par conséquent aussi la 
seconde valem* de c, qui devient insignifiante, d'après ce que nous venons 
de dire. 

b cos A 

Si A est aigu , le terme — sera en plus , alors si la valeur du radical 

R 

est plus grande que ce premier terme, la seconde valeur de c sera en moins. 



V 
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et par coméquent insignifiante. Mais elle sera en plus, comme la première, 
jet ne pourra être rejetée , si Ton a 

b^ sinr A b cos A 

ou, ce qui revient au même, comme on le voit en mettant pour cos A sa 

valeur tirée de ( 1 ) et réduisant, s i Ton a \ 

6* sin" A \l ,^ b^ sin" A 

R^ ^ ^ R^ 

Or , il est évident que cette condition aura lieu quand on aura celle*ci : a < ^. 
Les deux valeurs de c en plus seront alors les deux lignes AB de la fig. 25 ; 
et c'est précisément là le cas douteux. 

b siii A ^ 
A étant toujours aigu et a > -^ — ou plus grand que la perpendicu- 
laire , si on a a = 6, la formule donne, en mettant R* — co^ A kla place 

de siri^ A , et réduisant : 

b cos A bcosA 



R - R ' 

c'est-à-dire, 

2b cos A 

c = 5 ou c = zéro. 

R 

C'est le cas de la fig. 20 , ou de la fig. 30. On voit en effet , dans cette der- 
nière , que AB ou c vaut 2 AD ; or le triangle A CD donne R:b:: cos A : AD. 
La seconde valeur est nulle , parce qu'en portant a sur b , il n'y a plus de. 
triangle. 

Enfin , avec A aigu et a > — , si l'on s^ a > b^ comme dans la 

R 

fig. 23 , la seconde valeur de c est en moins , et , d'après tout ce que nous 
avons dit , elle est insignifiante. 

103. On peut remarquer que les formules (28) ou (29 j^ renfermant les 
six parties d'un triangle, pourront toujours en faire trouver trois qui seraient 
inconnues, lorsque les trois autres seront connues; du moins dans les cas 
où le triangle est déterminé. Aussi , venons-nous de voir qu'elles s'appliquent 
aux cas où l'on connaît deux côtés et un angle, ouïes trois côtés (n®*. 100, 
101 , 102), Et il n'est pas difficile d'en tirer le principe des sinus propor- 
tionnels aux côtés; d'où il résulte qu'en effet elles comprennent tous les cas, 
et qu'elles reni'crment implicitement toute la tiîgonométrie. 



\ 
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On sait par ( 1 ) que siv^ -^ = iî* — - co** A ; substituant ia valeur de 
cos^ A y tirée de (29), réduisant, extrayant la racine, et divisant ensuite 
par a , on obtient : ' 

a 2ahc ^ 

En partant de sin?' B^ et substituant la valeur de cos!^ B^ on aurait: 



sin B 



b 2abc 

£n6n on trouverait aussi : 



= — j— V2(a*6» + a*c» + 6V*) — (a* + 6* + c*). 



> 



sin C R \f 

= — r- Y 2(a*6» + aV + 6*^') — (a* + à* + c^). 

c 2aoc ^ 

Donc : 

sin A sin B sin C 

a 6 "~ c ^ 

ou , ce qui revient au même ( n*. 73 ) , 

sin A :a : : sin B : b : : sin C : c. 
Mais il faut convenir que ce principe , ou du moins un cas particulier de ce 
principe, nous a servi lui «même à démontrer les formules en question 
(n^ 100), et qu'il devait donc être connu avant elles. Si Ion y fait atten- 
tion, on trouvera que toute la trigonométrie dépend du principe des trian- 
gles semblables d'avoir -leurs côtés homologues proportionnels; du moins 
en le combinant avec les propriétés des proportions et la connaissance de 
la composition du carré d'un binôme ( Voyez Géom. Liv. IV. n^^ 36 , 40 , 
49 )• 

i04. Du reste les formules (28) et (29) ne sont pas commodes lorsqu'on 
veut calculer par logarithmes , à cause des additions et soustrations qu'elles 
renferment. On a donc cherché à les modifier ; et voici ce qu'on a trouvé : 
Nous commencerons par la première formule (28) qui donne ••••.... 

cos A 

a* = 6* + ^^ "— 2bc. — 2 — > ^*où Ton peut tirer ; 

Ji 

cas A 



a^ = (Ja — 2bc + c*) + 2bc — 2bc 



B ' 
iî»a* = «* (6 — cy + 2be(£^ — B cos A); 

mais la formule Cil) donne: 

S^ — B cos A=:2 sin" | A^ 

f 
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substituant , on a : 

if»a» = R*(b — cy + 4bc sm*lA, 
ou , en multipliant et divisant le dernier terme par ( & — <? ) * » 

n^^u ^^ , Àbc (b '— cy* sin^ l A 

Ji»a*=X^(b — c)*H jr- — i— - — i — , 

(6 — c)» 

« . - / «. . ^c sut* xA\ 

Or le dernier terme , qui ne renferme que des connues , et qui est facile 
à calculer par logarithmes , dès qu'on a pris f -4 et qu'on a retranché c de 
6, peut être considéré comme l'expression du carré de la tangente d'un 
certain angle , que nous désignerons par ^ , car il y a des tangentes de toutes 
les grandeurs , depuis zéro jusqu'à Tinfini ; ce qui n'a pas lieu pour les autres 
lignes trigonométriques. On connaîtra donc tarig* ^ , et par conséquent 
aussi 

2 sbi l A 7T— 

tang ^ =z — 7 — = — y oc; 

et la dernière formule deviendra : 

S^a'=(^b — cy (R^ + tang* « ), 
ou , au moyen de ( 6 ) , 

JR*a'2=(b — cy séc* (P , Ra = (b — c) sefc ^ ; 
ou enfin , au moyen de (2), 

cas ^ 
Divisant par R^ pour avoir a, et rapprochant de cette valeur celle d# 
tarig ^ , on aura : 

2sm\A ,, 
tang = —7 y oc , 

R(^b'^cy ^ 
a= • 

cos (p 

Connaissant donc b, c et A^ on aura d'abord tang ^ et les tables donne- 
ront ^ ; alors on trouvera a par la seconde formule. 

Les autres formules (28) en donneraient d'analogues à celles • ci , pour 
détei*miner soit b , soit C , quand on connaîtrait les autres cètés et l'angle 
compris. 

106. Voyons aussi les formules (29); prenons •y la valem: de cas A y et 



• 
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substituons -la dans celle de wn | -4, donnée par (U); non» en tireront 
après quelques rédactions : 

«nM^Jî'V- j^^ ; 

mais comme la différence de deux carrés égale la somme des racines mul- 
tipliée par leur différence, on aura aussi : 

sinlA = RM^ j;-^ ' ^ 

Faisant le périmètre connu du triangle égal à ^ , il en résultera 

(a+ b c) =i2p — 2c, (g + g — ^) = ^ — 2 6; d'où l'on conclura : 



On trouverait des foiinules analogues pour sinlB^ sin\ C. 

On remarquera que comme A < 2Q0^, on a | yl < 100^; ensortc que 
le sinus trouvé appartiendra toujours à un angle aigu, dont le double sera A. 
D'ailleurs la valeur en moins du radical doit être rejetée, comme insigni- 
fiante. 

106. On pourrait aussi avoir les valeurs du cosinus et de la taijgentc 

de J ^. 
Pour trouver la première , il faut dans la seconde formule ( H ) susbstî- 

tuer la valeur de cos A prise dans ( 29 ) . et procédant comme nous venons 

de le faii-e pour sinl A^ on trouv era : 



i< 



COslA=:R y T f • . (33;. 



Pour trouver la seconde , ou tang | -4 , il faut multiplier par R la valeur 
de sin | A , prise dans ( 32 ) , et la diviser par celle de cos l A^ prise dan« 
( 33 ) , on obtiendra : _ 

On rejettera- 'les valeurs en moins données par les radicaux , parce que , 
comme nous venons de le dire , | A sera toujouris aigu. 

107. Pendant que nous en sommes à l'usage des logarithmes dans le« 
calculs trigonoraétriques ,, observons que les côtés a et 6 d'un triangle , 
lorsqu'on connaît l'angle compris C, sont souvent, dans ces calculs, donné» 
par leurs logarithmes. Si on veut alors calculer les anglçs par le second 

principe 
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principe (n^. 77)» on est dans le cas de chercher d'abord, dans les tables » 
la valeur de a et de 6 , d*après celles de leurs logarithmes ^ puis de repren* 
dre les logarithmes de a + 6 et de a — 6 , pour achever le calcul: Or on 
ft trouvé le moyen dëviter tous ces circuits ^ comme nous allons le voir 
actuellement 
Reprenons Tanalogie 

nous pourrons , pour rapprocher les a et les b , l'écrire ainsi : 

a + b ^ tan0\{A + B^* 
prenant le premiei; membre à part , pour lui donner une autre forme , qui 
eonvienne mieux aux logarithmes , nous pourrons (aire d'abord 

a— 6 ^—1 



a + 6 i+l ' 

si Ton suppose ensuite que |. soit la tangente d'un certain angle • , qu'il 
s*agira de déterminer » et si Ton prend en même temps le rayon dès tables 
pour l'unité, comme cela est permis pourvu qu'on fasse le même change» 
ment dans les autres lignes trigonométriques , on aura 1 = tang 60^ > parce 
que la tangente de 60^ est égale au rayon , comme on peut le voir par une 
figure, ou par la formule (2), en faisant le sinus égal au cosinus. 

Comparant alors le second membre de Téquation précédente avec le se- 
cond membre de la seconde formule ( 20 ) du n^ 95 , on verra qu'ils sont 
égaux , puisqu'on peut les écrire tous deux ainsi : 

tang » — tang gO^ 
i 4- tang ^ * 
Cette quantité vaut donc le premier membre de (20) ou tang ( ^ -^50^) ; 
c'est-à-dire qu'on a 

et, par conséquent, 

tang ( ♦ —60*)= — 2^-^-: C. 

tdng(9 -'6Q^)'Xtangl(A + B)=iXtangl(A'-3'), 
i:tang( « -'6(fi)::tangl(A + B):tangl(A-'B)i 
w , en reprenant un xayon quelconque , qui influera sur toutes les autres 
lignes trigonométriques , 
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Il:tang((fi'--ôO'>)::tangl{A + B):tangl{A'^B)... (36). 
Dans cette analogie, les trois premiers termes seront connus et feront trou- 
ver le quatrième, quand on aura déterminé ^ et par conséquent ^ — 60®, Or 

a 

nous avons fait , le rajon étant 1 , — = tang ^ , 

o 

d'où l'on tire : 

1, a = 6. tang ^ , 1 : tang P::b: a^ 

et , en reprenant le rayon R , 

Ritang^: :b:a; 

ce qui n'est autre chose que le troisième principe ( n*. 79 ). Ainsi on aura 

le logarithme de la tangente de 9 , en ajoutant celui du rajon à celui de a 

et en soustrayant celui de b. 

Du reste , il est facile de figurer cet angle ^ , et de faire voir qu'il est 
plus grand que 50^ Le triangle proposé étant ABC^ fig. 38, et le côté a 
étant plus grand que b , comme nous l'avons supposé ( n®. 77 ) , décrivons 
avec CA ou b pour rayon , et depuis C pour centre , l'arc ADEG , faisons 
l'angle BCE droit, et joignons EB et EG^ nous trouverons ( n"*. 79): 

R:tangCEB::b:a; 
donc CEB=: 9. Et puisqu'on a a > 6 et CEB + EBC=: 100®, il en ré- . 
suite que CEB ou ^ est plus grand que EBC^ et plus grand que 60°. De 
plus , comme CEG = 60° ^BEG = ^ — 60°. 

107 bis. Voici encore , pour le cas actuel , une formule différente. Menons 
«ur le côté a la perpendiculaire AP ^ nous aurons : 

» t -r. x>n b.COsC ^^ -^ b.COsC 

R:b'.:cosC:CP=^ , BP=:a'-CP=a 



R ' - - -> - ^ 



d'où il résulte que 



„ b.smC RbsmC ,„,^ 

tangB = 77=-;: r 7:... (36). 

' bcosC Ru — bcosC 

a— ~ 

R 

Si l'angle C connu est droit , on a sin C = /î et cos C = o , d'où il ré- 

Rb 
suite tang B = ; ou, ce qui revient au même, ^n*. 79), 

R : tang B ::a;b. 
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Si Tanglc connu C est obtus , cos C est en moins .et la tangente de JS cet 
décidément en plus , comme cela doit être parce qu alors B e^it aigu. 

Si Tangle connu C est aigu , cos C est en plus , et le second terme du 

dénominateur reste en moins. Alors, 

b cos C 
1*. Si Ton a a = — , ou a =2: CP , on trouve tang B=:i; parce que 

le triangle ACS devient le triangle ACP ^ et que l'angle £ devient l'angle 

di'oitP(a^ 78). 

b cos C 
2**. l^i l'on a a > , ou a > CP, la tangente de ^ se trouve en 

plus, parce que cet angle, dont le sommet est plus éloigné de C que le 

pied de la perpendiculaire AP , est par conséquent aigu. 

b cos C 
3®. Si r on a a < — , ou a < CP , la tangente de B se trouve en 

moins , parce que cet angle , dont le sommet est plus rapproché de C que le 
pied de la perpendiculaire APj est par conséquent obtus» 
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SECONDE PARTIE. 



DES ÉQ.UATIONS INDÉTERMINÉES. 



CHAPITRE PREMIER. 



Des princes relatifs à cette partie. 

108. X ouTES les lignes possibles sont ou droites ou courbes; mais il ny 
a qu'une seule et même espèce de lignes droites', et il 7 a une infinité de 
aourbes difierentes. 

Dans toute ligne on trouve une succession non interrompue de points , 
tt la position respective de ces points caractérise la ligne et la distingue 
de toute autre. 

On peut fidre les mêmes observations relativement aux surfaces ; et quant 
aux solides , on voit bien qu'ils sont déterminés par leurs surfaces , qui les 
enveloppent en quelque sorte , et les circonscrivent de toutes parts. 

109. Il est évident qu'il ne serait pas possible de trouver la position abso-* 
lue d'un point dans l'espace; mais aussi résulte-t-il de ce que nous venons 
de dire y que ce n'est que sa situation à l'égard de tel ou tel autre point , 
de telle ou telle ligne , de telle ou telle surface^ qui peut nous intéresser* 
C'est pourquoi on se représente dans l'espace trois plan» indéfinis, s'entre- 
coupant enti;*eux sous des angles donnés , et la position d'un point se trouve 
déteiminée quand on connaît la longueur des trois droites menées depuis ce 
point jusqu'à la rencontre des trois pUins, parallèlement à leurs intersec- 
tions comnmnes. 

En cherchant à détennîner ainsi la position d'une suite de points for* 
matit une ligne ou une surface, il faudra, pour commencer par ce qu'il y a. 
de plus simple, ne considérer d*abord que les lignes, et parmi celles-ci 
prendre en premier lieu la ligne droite et les courbes planer ^ c'est- à -dire 
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les courbes que l'on peut tracer sur un plan ; (le cercle, par exemple, est 
dn nombre de ces dernières); tandis que si l'on courbait un plan sur le- 
quel on aurait tracé d'abord une courbe» celle-ci cesserait d*étre plane, et 
appartiendrait dès lors à la classe des courbes à double courbure. 

110. Cela posé, nous nous réprésenterons sur un plan, deux droites in« 
définies XX ^ YT ^ fig. 39, s'entrecoupant entr'elles sous un angle donné, 
et la position d*un point A/, pris dans ce plan, se trouvera déterminée 
quand on connaîtra la longueur des droites AfP, MQ^^ menées depuis ce 
point jusqu'à la jencontre des lignes XX! , YT , et parallèlement à ces li- 
gnes (♦}.' 

Si le point M s'écarte ou se l'approche des deux lignes XT, YT ^ les 
longueurs MP , i/Q augmenteront ou diminueront , et si le mouvement de 
ce point ne se fait pas par sauis , mais qu'il soit continu , il tracera sur le 
plan une ligne droite ou une courbe plane* Alors on pourra se représenter lea 
longueurs MP , MCI comme deux quantités dont chacune passe par différens 
états de grandeur, en répondant successivement aux divei-s points de la 
ligne décrite. Or les quantités qui, dans une même figure, changent ainsi 
de grandeur, s'appellent des variables ^ et se désignent ordinairement par 
les demières lettres de l'alphabet, x^ y^ z^ etc., comme les inconnues dana 
l'algèbre ordinaire ; tandis que les quantités qui ne changent point , dans une 
même figure , sont des constantes , et se rqprésentent par d'autres lettres 
que les dernières , comme les connues dans l'algèbre. Dans un cercle donné , 
par exemple , le rayon , le lUamètre , la circonférence , les arcs d'un certain 
nombre de degrés, sont des constantes, pendant que la perpendiculaire 
abaissée d'un point de la circonférence sur le diamètre , et les portions cor« 
respondantes de celui-ci, sont dea variables. 

111. On voit évidemment dana la fig. 39, qu'on peut à la place de PM^ 
QM ^ prendre j4Q^ AP; mais pour ne. pas abandonner, en quelque sorte, 
le point il/, ne faisons qu'une de ces substitutions, et prenons QMet AQj 
eu PM et AP. En nous arrêtant à cette dernière manière , nous appelle- 
roits toutes les longueurs QM^ rapportées en AP sur la ligne XX' ^ des 
coupées ou des abscisses^ que nous désignerons par x ^ et toutes les Ion» 



( • ) Si l'on connaît AfP, MQ, et l'angle des axes , égal à MQY^ égal à MPX^ 
on dcterminera facilement la grandeur des perpendiculaires abaissées du point M 
sur les axts. 
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gueurs PM^ que nous ne rapporterons point en AQ^ quoique nous pu8« 
sions le fdre , des appliquées ou des Ordonnées , que nous désignerons par 
y. Alors la ligne XJC s'appellera F axe des abscisses ou des a?, 'et la ligne 
YY' s'appellera Ta^re des ordonnées ou des y ; en même temps le point A 
s'appellera Torigine des abscisses. L'abscisse et l'ordonnée correspondante 
sont souvent comprises aussi sous la dénomination générale de coordonnées. 
112. Si le point que l'on considère, au lieu d'être en Af, est en M' , l'abs. 
cîsse AP sera toujours x , mais Tordonnée PAf sera dirigée en sens con- 
traire de PM et deviendra — y. Si le point est M" les coordonnées seront 
donc AP' = — X et P'Af' = y. Enfin si le point est il/'" les coordonnées 

seron — x et — y* 

11 3., Appliquons quelques-uns de ces principes, par forme d'exemple, à 
la courbe circulaire , que nous connaissons si bien. 

Supposons que les axes des coordonnées se rencontrent à angles droits 
au centre du cercle de" la fig. 40, les perpendiculaires MP ^ A/'P', etc., abais- 
sées de la circonférence sur le diamètre AB^ seront les ordonnées y, y', 
etc., et les lignes CP, C/^, etc., seront les abscisses x^ x\ et c. ; en me- 
nant do nc les droit es CM^ CM' , etc. , on aura y = ^cif; — a;* , 

7/ = V^cî^* — ^'* > etc. ; mais puisque dans le cercle tous les points de la 
courbe sont à une même distance du centre , ou que tons les ra yons sont 
égaux, on a Ci1/= tA/' = etc. = r. Donc y — y^r» — a% j/' = y"'"* — a/», 
etc. ; ou , ce qui revient au même , 

y* =: r* — a:*, j/* = r* — a?'*, etc. 

De là il résulte : 

>. i/:y'::\/r* — a:*:\/r* — ^*; 

^ y* •' y'* ::/•* — a;* : r* — a/*. 
0^r^'-x^::^{r+x){r'-x)^{CB^CP)iCB'--CP)=zAPX,BP 

On trouverait de même r*— rr'* = fr + a?') (r— a?')=^^X^i^- 
Cela posé, pour énoncer plus facilement les égalités et les rapports que 
nous venons de trouver , quand nous considérerons une ordonnée quelcon- 
que , nous appellerons segmens correspondans les distances du pied de cette 



(*) On prend ici AC^oxa CE, parce que ce sont des rayons égaux et qu'il ne 
s'agit nullement de leur . direction ; il s'agit seulement d'avoir une ligiie égale i 
CB + CP, comme qu'elle soit placée, fut elle, si Ton veut; hors du cercle. 
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ordonnée aux deux pointe où la courbe rencontre l'axe des abscisses. Nous . 
dirons donc que dans le cercle le carré de chaque ordonnée est égal au 
rectangle des segmens correspondons^ et que les carrés des différentes 
ordonnées sont entr'eux comme les rectangles des segmens correspondans. 
Sur quoi on doit observer que dans telle ou telle courbe les carrés de» 
ordonnées pourraient être entr'cux comme les rectangles des" segmens cor- 
respondans, sans que le carré d'une ordonnée quelconque fut égal au rec- 
tangle des segmens. La première partie du théorème ne peut avoir lieu sans 
la seconde ; mais la seconde pourrait avoir lieu sans la première. 

114. On pourrait donner aux deux proportions précédentes cette foiroe, 
qui les généraliserait beaucoup ( Algèbre , n**. 335. D ) : 

f\y):/(y')::F(x):F(x')i 
et nous avertirons , dès à px'ésent , que c'est là le caractère d'une ligne ré- 
gulière, savoir que certaines fonctions semblables des ordonnées soient 
entr'elles comme certaines fonctions semblables des abscisses^ correspon- 
dantes. 

115. Enfin, si Ton veut que les seuls caractères yttx désignent toutes, 
les ordonnées AfP, A/'P', etc., et leurs abscisses correspondantes CP^ CP', 
etc. , qui ne sont qu'une seule ordonnée et une seule abscisse , l'une et l'autre 
variables et passant par tous les degrés de grandeur que comporte la courbe, 
on n'aura besoin que de la seule équation y = \/r^ -*^ x^ , pour caractériser 
le cercle ; c'est pourquoi , soit qu'on la laisse sous cette forme , soit qu'on 
récrive ainsi t/* = r* — a?*, ou ainsi y^={r^xj (r — a?), ou etc. , on 
l'appelle r équation du cercle. 

Il est à remarquer que sous cette dernière forme , elle exprime , d'une . 
manière très - explicite , que le carré de chaque ordonnée est égal au rec- 
tangle' des segmens correspondans ; propriété qui du reste n'est pas diffé- 
rente de celle qu'on énonce dans les élémçns de géométrie , en disant ; la 
perpendiculaire abaissée d un point de la circonférence sur le diamètre est 
moyenne proportionnelle entre les deux segmens de cette ligne. Et pour 
rendre bien sensible l'identilé de ces deux théorèmes , il suffit de tirer de 
la dernière équation cette proportion : r-^xiyiiyir — x. 

116. Mous venons de voir que de l'égalité des rajons résulte la propriété 
de la perpendiculaire ; l'on sent bien d'avance que cela est réciproque , et 
qu'en aftumant de la courbe la seconde propriété il en résulte la première : 
ensorte qu'on doit avoir la même équation en tiaduisant Tune ou l'autre en 
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algèbre. Il en serftit de même si l'on partait de quelqu*autre propriété ca- 
ractéristique du cercle ; et en général toute propriété particulière à une ligne 
régulière et qui n'appartient qu'à elle , peut servir à la caractériser , à la dis* 
tinguer de telle ou telle autre ligne ; et cette propriété i^enferme implicite^ 
ment toutes les autres. Elle peut donc fournir une définition de la ligne et 
conduire à son équation, laquelle sera toujours la même lorsqu'on ne chan- 
gera ni rinclinaison des axes l'un sur l'autre ni l'origine des abscisses. Et 
nous Terrons que de l'équation on peut retourner à la ligne, que l'on appelle 
alors le lieu géométrique de l'équation: on peut la décrire, reconnaître sa 
forme et sa nature, et découvi'ir toutes ses propriétés. 

Mais si Ton change l'angle des^axes, ou l'origine des abscisses, ou bien 
l'une et l'autre de ces choses, alors l'équation pour l'ordinaire change aussi; 
et une même ligne se trouve avoir par là plusieui*s équations. Cependant on 
peut trouver pour chaque ligne une équation la plus générale possible , et 
dont les autres ne sont alors que des cas particuliers. On peut même sou«^ 
vent comprendre dans une seule équation plusieurs courbes de genres dif* 
férens. 

Quant aux lignes vraiment irrégulières , il est évident qu'elles, n'ont point 
d^équation , puisque les rapports des fonctions de leurs coordonnées changent 
continuellement. 

117. En Reprenant l'équation du ce rcle : 

et en se souvenant que x tt y désignent dans cette équation des variables 
passant par différens degrés de grandeur , il est clair qu'on pourra chercher 
quelles seront les longueurs de y pour différentes longueurs qu'on voudra sup* 
poser à or ; et cela , soit qu'pn cherche ces longueurs en nombres , soit qu'on * 
veuille les constnùre géométriquement. C'est là un des moyens que l'on em- 
ploie pour reccmnaître la forme de la ligne dont on a l'équation. 
, Par exemple, si l'on fiût ici a? = o, on aura y = \/r* = ^2 ^> ce qui 
exprime qu'il y a à l'origine des abscisses, deux ordonnées égales au rayon 
et dirigées en sens contraire. 

Si l'on fait :r=:r, ona^=:ç, ce qui apprend que la longueur de l'or- 
donnée est nulle loi'sque l'abscisse égale la constante r , ou que la ligne ren- 
contre Taxe des a? à la distance r. 

On pourrait aussi en supposant r = 10, par exemple, faire successive- 
ment 
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ment x égal à 1 , 2 , 3 » 4 , etc. , et chercher quelles seraient les valeurs cor- 
respondantes de y. 

Or on voit que cette manière de procéder rattache les équations des li- 
gnes aux problèmes indéterminés qui ne fournissent qu'une équation avec 
deux inconnues ; car Téquation d une ligne contient toujours des abscisses et 
des ordonnées , ou des x et des y , variables qui se rapportent aux inconnues 
des problèmes en question ; et dans ces problèmes on peut aussi , en géné- 
ral y supposer à une des inconnues plusieurs valeurs successives qui donnent 
les valeurs correspondantes de l'autre inconnue. Ensorte que chaque équa* 
tion à deux variables x et y est censée appartenir à une ligne dont les x 
sont les abscisses et les y les ordonnées. 
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CHAPITRE II. 

De la ligne droite : équaMons^ construction des équations ^ propriétés de 

cette ligne. 

118. Supposons que la ligne droite, fig. 41, passe par l'origine des 

abscisses , on aura , à cause des triangles semblables , « 

y \ X i : t/ : xf :: yf' i ocf' :\ etc. 

Mais si Ton désigne par m et n les angles que cette droite fait avec lea 
axes des abscisses et des ordonnées on aura aussi y x x:; sinmisihn* 
De ces deux proportions Ton tirera : 

sin m , sin m . ., sinm „ 

y—- 0?, y = -: — Xf y* =-r^ — op", etc, 

sm n smn smn 

Et, en désignant par x et y seulement les coordonnées variables, <m 
aura pour Téquation de la ligne en question : 

• sût m 

y=-: X. 

• sin?i 

1 19. Sur quoi Ton peut observer que si m est donné la position de la 
droite relativement à Taxe des x est déterminée ; elle l'est aussi relativement 
à l'autre axe quand n est donné. M aib comme on doit supposer que rincli^^ 
naison des axes entr'eux est fixe et connue , si un de ces angles m ou t? est 
donné, l'autre l'est aussi. 

120. Yojrons si cette équatioa convient à toutes les positions de la droite 
qui passe par l'origine. 

l^ Si l'angle m diminue , son sinus diminue aussi; en même tems l'angle n 
et son sinus vont en augmentant , alors ^-^ désigne bientôt une fraction f, 

qui devient toujours plus petite, de même que le produit âLfS x relatif à 

telle ou telle abscisse, et, par conséquent, l'ordonnée correspondante y, 
égale à ce produit , devient aussi toujours plus petite ; c'est ce que Ton voit 
du reste fort bien dans la figure. Mais quand la droite ânîve sur l'axe des x 
et se confond avec kd , l'angle m est nul , de mime que son sinus , et l'on a 
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y =r zéro^ pour tontes les valeurs de x. C'est donc là Téquation de Tue 

des â!7. Je dis ^ = o. 

Le contraire de ce que nous venons de dire a lieu quand Tangle m aug« 
mente, et lorsque la droite se confond avec Taxe des y, le sinus de n est 

sût fl 
nul ; alors Téquation écrite ainsi : x = -: y , donne x =s zéro , 

pour toutes les valeurs de y. Cest donc là Téquation de Taxe des y. Je diii 
a? = o* 

2^. Si Tangle m continue d'augmenter , fîg. 42 » et devient obtus , après 
avoir été droit , son sinus , après avoir atteint en longueur le rayon , redi« 
minuera de nouveau , mais il sera toujours en + tant que l'angle n'aura pat 
200^. £n même tems l'angle n , qui était devenu zéro , se rétablira en sens 
contraire et il ira en augmentant ; mais en passant d'un côté à l'autre de 
l'axe des y il prendra le signe — , de même que son sinus. Cependant la 
formule ne sera point changée , puisque l'abscisse x aura pris aussi le signe 
— ; ce qui donnera : 

4- sin m sinm 
y =5 : X — « = -^ X. 

-jt-. sin n smn 

Si la droite , en continuant son mouvement , vient se placer encore sur 
l'axe des x , on aura de nouveau sin m =» o et ^ = o. 

y. Si elle va plus loin , m devenant plus grand que 200^ son sinus sera 
en —, tout comme celui de n; mais x tiy seront aussi en —; ce qui 
donnera : 

—^sinm sin m 

X — a:, ouy=-: x. 



— SOI n stn n 

La droite se couchant encore sur Taxe des y^ on aura, pour la seconde 
fois , wn n = o et ar =r o. 

Â^. Enfin la droite passant dans le dernier angle formé par les axes , l'an*^ 
gle m, plus grand que 200^, et plus petit que 400^ y aura toujours son sinus 
en — ; mais l'angle n , ayant passé les 200^ depuis qu'il est en moins , son 
sinus sera ^--^ "— sin n z=z + sin n ; ce qui donnera : 

— sin m sin m 

— y = - — : 07, ou y =-: x. 

'i^sinn smn 

L 2 
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: £nsorte que l'équation conyient à toutes les positions de la droite lon^ 
que celle-ci passe par l'origine des abscisses. 

12 i. Si. les axes sont perpendiculaires l'un à l'autre , on a Wn n =a cof m, 
et l'équation devient , pour ce cas particulier : 

sin m long m 

y— X— — - — X. 

cos m R 

Et si Ton suppose le rayon des tables R égal à 1 , on a : 

y = tang m x oc; 
nuds il ne faut pas perdre de rue qu'alors le rayon est \ . 

sin m 

122. Dans tous les cas, si l'on représente --: par la lettre a, on aura: 

sm n 

y = €uv; 

et cette formule sera encore l'équation de la droite qui passe par l'origine 

des abscisses ; bien entendu que a , qui vaut -: , prend le signe — dana 

sm n 

le second angle des axes et dans le quatrième. 

123. Supposons maintenant que la droite ne passe point par l'origine des 
abscisses, et considérons-la d'abord dans la position BN^ fig. 43, c'est-à-dire 
comme rencontrant les deux axes. Nous pourrons lui mener par Torigine une 

parallèle AM, dont l'équation sera MP:=aX,AP; ce qui donne 

AP:=zaXAP + MN=:aX^AP + AB : faisant iV^P=z^ , A P=:x , et AB=Jf ^ 
pai'ce que AB est constante pour la même droite , on obtierKJlra : 

yz=zax+ b; 
c'est l'équation de cette droite. 

124. On peut observer que si BN se meut parallèlement à elle-même , 
soit dans un sens , soit dans l'autre , les angles m et n , une fois fixés , ne 
changeront point , ensorte que a restera le même ; mais alors la ligne AB 
OU b deviendra plus grande ou plus petite. En revanche , si la droite tourne 
sur ^ , 6 ne changera pas , mais a changera , parce que les angles m et n 
n'auront plus la même valeur* Voyons donc quelles seraient les données 
nécessaires pour déterminer la position de BN. 

1^ Pour que le point B soit fixé , il faut non-seulement que la grandeur 
de AB ou de b le soit, mais il faut encore que l'angle des coordonnées soit 
donné , ce qui est évident 

2^ Four que l'angle m soit fixé, et par conséquent aussi l'angle n , il faut^ 
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•i Tun ou l'autre ne «ont pas donnés îmmédiatenient, qu'en supposant j41M 
parallèle à BN le rapport de MP k AP soit donné en nombres ; et c'est ce 
rapport , qui du reste est le même que celui de sin m à sin n , que nous 

avons désigne par a. Si par exemple on avait a , ou , ou , égal à * , 

<^ — sin n AP ° *' 

on en tirerait MP =i\ AP. Quelle que fût donc la longueur de -4P, il fau- 
drait que celle de MP en fût la moitié. 

Mais si a , au lieu d être donné en nombres , était représenté par une 
droite, il faudrait encore, pour qu'il ne restât rien d'arbitraire dans la posi^ 

MP 

tion de BNy que l'unité de ligne / fût aussi fixée ; car alors de = a , 

on tirerait l: a\: AP : MP ; ce qui ferait trouver MP , quand on aurait 
pris AP à volonté. 

Dans l'équation y=^ax^ iKsuflSt de fixer a, avec l'unité de ligne , et Tan* 
gle des coordonnées, pour que la ligne soit déterminée (n*^. H9); mai« 
c'est qu'alors on a déjà la condition que cette ligne passe par l'origine. 

125. Si la droite, au lieu d'être placée comme BN^ Tétait comme DO /A 
est facile de voir qu'on aurait y=iax — b; mais il n'est pas besoin de 
changer pour cela 1 équation, il suflîra de prendre b en moins lorsque cela 
sera nécessaire. 

126. L'examen que nous avons fait de l'équation yrrrzax^ pour les quatre 
angles des axes , peut nous éviter la peine d en faire un semblable de Téqua^ 
tion y = aa? + 6 ; cependant il faut faire attention à ceci : que les deux 
droites BN^ DO^ accompagnant en quelque sorte la ligne AM^ qui ^st 
placée dans le premier angle et dans le troisième , on a , pour ce cas , a en + 
(n*. 122); mais que si le système des trois droites , tournant sur le point A 
se plaçait de manière que AM fût dans le second angle et le quatrième 
on aurait alors a en — (n^ 122); b ayant toujours le signe + pour la 
ligne d'en haut et le signe — pour la ligne d'en bas. 

127. Si dans ce mouvement AM ^t plaçait sur Taxe des x; les droites 
BN, DO, se U-ouveraient alors parallèles à cet axe ; en même tems l'angle m 
serait devenu nul , ainsi que son sinus ; et la longueur de b aurait plus ou 
moins changé. Mettant donc zéro à la place de sinm^tiV k la place de b \ 

dans I équation y = -: a? ± 6 , elle deviendrait y = + 6^ C'est l'équa^ 

tion dune droite parallèle à l'axe de» or. Je di> , , i , y == ;+; 6'. 
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Si A M se plaç£ut sur Taxe des y , les lignes BN^ DO , se tro^reraient 

parallèles à cet axe ; en même tems Tangle n serait devenu nul , de même 

que son sinus » et 6 , après avoir été 26 , 36 , 46 , etc. , aurait enfin acquis 

b sût m . b 

la longueur « . L'équation devenant ainsi y ^= —^ :r + - , on en tirerait 
^ o ^ o o 

_ b 
a? = -+- -r ; OU , en désignant cette valeur par 6', et remettant le signe 



sm m 

+ en haut y a; = + 6'. Cest Téquation d'une droite parallèle à l'axe des y. 
Je dis a: ^= ± 6'. 

Ainsi dans la parallèle à Taxe des x^ l'ordonnée devient constante , tandis 
que Tabscisse varie et prend toutes les grandeurs possibles ; et c'est le con* 
traire dans la parallèle à Taxe des y. 

128. Après avoir vu comment de la ligne droite on allait à Téquation de 
cette ligne , essayons de retourner de l'équation à la ligne » ou , comme on 
dit 9 cherchons le lieu de cette équation : 

y^szox + bj 
comme si nous ne savions pas à quelle ligne elle appartient. 

Nous pourrons d'abord l'écrire ainsi y — b^=ax; ov y — b est une va* 
riable , puisque y l'est y mettons donc z à la place de y^r-b^ et nous aurons : 

z=zax^ ou - = a; et si nous trouvons la valeur de z. nous aurons aussi 

celle de y en ajoutant à z la constante b , puisque ^ — 6 = z donne. . . . 

y=:z + b. 

z 
Cela posé , l'équation - = a ^ nous dit que le rapport de l'ordonnée à 

l'abscisse est constant ; d'où il résulte : 

z : X :: zf : a/ :: zf' : a/' : : etc. 

Si nous supposons donc arbitrairement que XX y fig. 44» étant l'axe des 
Xy tt A l'origine, les points M y M'y M" y etc. , appartiennent à la ligne que 
nous cherchons , il est clair qu'en menant jusqu'à la rencontre de XX , et 
sous un angle quelconque , les parallèles MF y MP ^ M" F' y etc. , qui seront 
les ordonnées Zyz! yZ^'y etc. , on aura : 

MP : AP::MP::AP ::M"P' : j4P' :: etc. 
Ainsi joignant j^M , AM , AM" , etc. , les triangles AMP , AMP' , 
AM"P' y etc. auront un angle égal en PyPyP\ etc., compris entre côtés 
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proportionnels , et seront par conséquent semblables. Donc les angles MAP^ 
AfjiP' , M"AI^' , etc. , seront égaux , et les droites AM^ AM\ AM" ^ etc. , 
qui parainsent distinctes dans la figure , n'auront quWe seule et même direc- 
tion. C'est-à-dire que tous les points M^ 3/% M" ^ etc. , de la ligne que nou$ 
cherchons seront avec Torigine A sur une seule et même ligne droite, 

Supposons que cette ligne soit AAi^ fig. 43 , son ordonnée sera MP=:Zy 
et si Ton mène à ^Af une parallèle quelconque -ffiV, chaque ordonnée MP 
ou z sera augmentée d'une quantité constante MN=z AB , <iu'on pourra 
supposer égale à 6; on aura alors iVP=.ÀfP + 4-ff=» + * = y; et la 
droite B'N sera le lieu de Téquation y5çsaa?4**» 

Du reste puisque - = -— -zsa , et que Ton a MP ; AP :;smA:sinJMi 

X AP 

MP sin A , sin A sinm i. ,, ^ 

on ■— ;r= . w > <>» * ^^^^ « = -: — î>="^ (voyez fig- 40* 

AP sin M sm M sinn ' o ^ 

129 1 II faut observer qu'en opérant amsi nous avons pris arbitrairement 
le irapport de MP k APj c'est-à-dire a, et que nous avons aussi pris AB 
ou 6 à volonté ; mais si a et 6 étaient des quantités données , soit en nont*? 
bres , soit en lignes , on ne pomrait plus les prendre en quelque sorte au 
hasard. Cependant on pourrait , dans tous les cas , les représenter par des 
droites, 

Reprenons Téquation « = ciXy eUe donne / : a : : a? : z (n*. 41 ) ; ainsi 13 
est une quatrième proportionnelle à l'unité de ligne /, que l'on supposQ 
connue (n*. 124), à la ligne donnée a, et à une certaine abscisse a? prise 
à volonté : on déterminera donc ainsi z. Alors sur une droite indéfinie , 
Xr, fig, 43, on prendra AP=:Xy et l'on mènera PjÏ/=z, faisant avec 
^P un angle égal à celui des coordonnées , qu'on doit aussi supposer connu 
pour que la droite soit déterminée par son équation ( n^ 124 ) ; AM sera le 
tieu de z = ax. Cela fait , si par l'origine A on mène la droite VF' paraU 
lèle à NPj elle sera l'axe des y; faisant encore AB=:b, puis menant BN 
parallèle à AMj cette droite BN sera le lieu de la proposée y :==: ax -j- ff^ 

130. On pourrait aussi trouver la ligne en question de cette manière 1 
Cherchons d'abord si elle rencontre l'axe dés y et dans quel point. Il est 
évident que lorsqu'une ligne rencontre l'axe des y son alwcisse est nullç ; 
or si nous fdsons xsszéro l'équation donne y^=?^b; ayant donc mené lea 
deux axes Xï', YY' y fig. 41, nous prendrons ABz=zb pour l'ordonnée do 

Vorigine ; et la droite que nous cherchons ; puisque nous SATonn bien <jiie 



88 PE LA LXGNB DROITE: ÉQXlATïOVB^ 

c'est une droite (n^. 128), devra déjà passer par le point J9; U n*en faudra 

plus qu'un pour la déterminer. Voyons donc si elle rencontre l'axe des a: 

et où; faisons pour cela y=:zérOj car l'ordonnée est nulle lorsque la ligne 

rencontre l'axe des x , l'équation nous donnera , par cette supposition , • • • 

b 

a: = ; d'où nous tirerons , en laissant de côté le signe , a: b ::l:x; 

a 

cherchant donc une quatrième proportionnelle à a, 6, et /, nous la porte- 
rons de il en C sur Taxe oies x , à gauche de l'origine à cause du signe — ; 
et par les points C et ^, ainsi déterminés, nous mènerons la droite CBN^ 
qui sera toujours le lieu de l'équation y = ax + b. 

131. Ce dernier procédé nous a fait connaître quelques circonstances du 
cours de la ligne ; voyons-en d'autres. 

r. Supposons a et 6 en + : 

Si X est aussi en + et va toujours en augmentant, l'équation prouve que 
y ira aussi en augmentant sans cesse. C'est-*à-dire que la ligne s'écarte indé- 
finiment dé l'axe des x et ne le rencontre plus vers la droite. 

Si on prend x en moins , ou vers la gauche de l'origine , on aura 

y=z — ax + b; et tant que ax sera plus petit que b , y sera encore en + » 
ou au-dessus de Taxe des x; mais comme le terme ax augmente en même 
tems que a:, b — ax on y diminue, et cela jusqu'à ce qu'on ait ax=::b; 
car alors b — ax ou y se trouve nul , et la ligne , comme nous^Tavons déjà 
vu , rencontre l'axe des x. 

Si X continue à augmenter vers la gauche , le terme ax devient plus grand 
que 6 , et la valeur de y se trouve en moins ; c'est-à-dire que l'ordonnée 
est au-dessous de Taxe des x. La ligne alors s'écarte indéàniment de cet 
axe et ne le rencontre plus. 

Il faut observer que ces circonstances se reconnaissent en partie dana 
la figure , mais que c'est l'équation qui vient de nous les dévoiler. 

2*. Supposons a en + et 6 en — : 

Si on prend x en + Téquation aura la fonne y:=zax — 6 , et depuis 
a: = o , qui donne y = — 6 , l'ordonnée sera au-dessous , et deviendra tou- 
jours plus petite à mesure que x augmentera , du nioins tant qu'on ^ura 
ax < 6 ; mais lorsque ax sera égal à 6 , on aura ax — b ou y nul. Depuis 
là ax deviendra plus grand que 6, et oo; — b ou y prendra le signe +, 
et sera au-dessus de Taxe. 

Si on prend x en —- l'équation aura la formey=:*— aar«r^6, et l'ordonnée, 

placée 
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placée au-dessous de Taxe, ira toujours en augmentant avec x. 

Ces circonstances appartiennent à la ligne DO f et la figui*e aidera à les 
comprendre. 

3*. Si on supposait a en — et 6 en '+? et 4®. sî on supposait a tn — et 
h en — , on pourrait conclure de l'équation modifiée pour ces cas , suivant 
qu'on prendrait a; en + ou en — , le cours de la droite tracée du deuxième 
au quatrième angle des axes,> et au-dessus ou au-dessous de l'origine. 

132. Du reste, déterminer ainsi le cours d'ime ligne d'après son équation 9 
reconnaître sa nature , sa formis , sa position , ses propriétés , c'est ce que 
l'on appelle discuter cette équation; et Ton dit ausssi quelquefois discuter 
la ligne. 

Discuter une équation , c'est donc faire plus que de trouver le lieu de 
cette équation ou que de la construire <n*. 128). Quand on a construit , ou 
trouvé le lieu ^ on n'a pas encore achevé la discussion. 

N.B. Essayez de construire 2y+a:=i2, y=— 3+^> y=— *— *• etc. 
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CHAPITRE III. 

t 
/ 

Problèmes généraux relatifs à la ligne droite. 

133. .Nous savpns maintenant qu'une équation qui peut être ramenée à 
cette forme y = a:c+6, appirtient à une ligne droite; or il est facile de 
voir que c'est le cals de toute équation du premier degré à deux inconnues. 

Lorsque les coéfEciens a et 6 ne sont point donnés , nous savons seule- 
ment que la ligne est droite, mais nous ne connaissons pas sa véritable posi- 
tion relativement aux axes ; pour que cette position soit déterminée , il faut que 
a et 6 soient donnés , et que Ton aU de plus l'unité de ligne , et l'angle que 
font entr eux les axes (n^ 124). 

Cependant il peut arriver que a et A n'étant pas immédiatement donnés , 
on ait certaines conditions propres à déterminer ces quantités. La recherche 
des coéfBciens a et 6, dans ce cas, donne lieu aux questions suivantes, que 
Ton rencontre souvent en appliquant Talgcbre à la géométrie. 

134. Trouver t équation dune droite assujettie à passer par deux points 
dofuiés. 

Les deux points en question étant donnés , leur position relativement à 
deux axes fixes sur un plan est connue ; c'est-à-dire que Ton a la grandeur 
de leurs coordonnées. Or il est clair qu'on ne demande pas ici une opéra- 
tion graphique , qui consisterait à tracer avec une règle la ligne demandée , en 
la faisant passer par les deux points donnés : on demande une é(|uation qui soit 
celle de cette ligne , et qui exprime la condition à laquelle elle est assujettie. 

L'équation générale de la ligne droite est y^zax-^b; elle comprend 
donc la droite en question , comme un cas particulier ; mais il faut trouver 
quelles sont les valeurs de a et de 6 qui peuvent satisfaire à la condition 
exigée. Nommons « , « , les abscisses connues du premier et du second point 
donnés, et 5, /b', leurs ordonnées aussi connues. L'équation générale sera 
satisfaite quand on y mettra ces valeurs à la place de x et de y, et Ton aura 
s'multanément : 

Voilà deux équations, dans lesquelles «, », *, z^' , sont les connues, a et 6 
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le« inconnues , il faut donc traiter ces équations par T^limination , pour en 
tirer les valeurs de a et de b c[ui conviennent à la ligne , et qui seront expri- 

mées en « , *, fiy 0'. 

Si l'on retranche la seconde équation de la première , on a 

H =:a(» — » )9 d'où Fon tire : 

a = — 






mettant cette valeur de a à la place de cette lettre dans la première équa- 
tion , on obtient : 

fi fi' uff — B»' 

b ='/3 — • j-« z= . — j— .. . . (^). 

En substituant cette même valeur de a dans la seconde équation on aurait: 

ô_/î' ufi' — fiu' 

b^fi'-^' r • == r---(^). 

Mettant enfin les valeurs particulières de a et 6 dans l'équation générale 
de la ligne droite, on trouvera pour l'équation demandée : 

y= :^+-: — r- 

135. On pourrait donner à cette équation une forme plus simple; il fau- 
drait pour cela, en substituant la valeur de b dans l'équation générale, 
prendre cette valeur sous l'une ou l'autre' des formes qu'elle a en (Aj et (B) 
avant la réduction ; on aurait ainsi : 

y — x+^ -«, OU y= -x + el -«;^ 

d OÙ l'on tirerait : 

y — s= -;(x — «')-...(/);; 

« — « 

équations qui reviennent Tune à l'autre, comme il est facile de le vérifier, 
N. B. J'ai- préféré faire tout ce calcul de cette manière , parce que les 
commcncans aiment à retrouver dans les équations , au moin^ pour le pre- 
mier moment, les formes qu'ils connaissent. 

136. Si dans cette équation , sous l'une ou l'autre de ses formes , on fait 
a- = « ; on trouve y = i® , comme cela doit être , et réciproquement si Ton 

M 2 
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fait y = 5, on trouve xz=z». De même si l'on fait a; = «', on trouvejr=:ifi"^ 
et réciproquement. 

Si l'on ÙLitB = yOU B — *' = o , on trouve y=^fi, pour toutes les valeurs 
de X , c'est-à-dire que Tordonnée est constante , ou que la droite est paral- 
lèle à l'axe des x ; ce qui doit être puisqu'elle passe aux extrémités de deux 
ordonnées iBetfl* qu'on vient de supposer égales (n*. 127). . 

Si l'on fait « ==: » ou « — « = o , on trouve x = « , pour toutes les valeurs 
àe y; ce qui signifie que la droite est parallèle à l'axe desjf; comme cela 
doit être, puisqu'elle passe par deux points qui ont la même abscisse, ou qui 
sont également 'éloignés de l'axe en question (n^ 127). 

Si l'on fait (»=oet /5=5o,un des points donnés sera l'origine, et Téqua- 

tion deviendra: 

S^ sinm 

y==:-x, ou y^-z ^7 ou yz=ax; 

ci sinn '^ 

car 8 :ti \:sinm:sinn. Ce serait la même chose si l'on faisoit «' = o et )? = ex 
Si Ton supposait B = o et fi' = o on trouverait j' = o , pour toutes les valeurs 
de X ; parée qu'alors la ligne ne serait autre chose que l'axe même des x 
( n^ 120 ). 

Si Ton voulmt enfin que à et « fussent nuls , on trouverait x = o , pour 
toutes les valeurs de ;^ ; et en effet la ligne deviendrait l'axe des y ( n*. 120 ). 
137. Du reste, on voit facilement dans la fig. 45, que la distance ^ des 
deux points dont les coordonnées sont « , ^ et « , ^ est un côté d'un trian- 
gle dont les autres côtés sont « — « et 5 — iS*. Si l'on désigne donc par y 
l'angle des coordonnées , celui qui est opposé à ^ sera , dans la disposition 
de la figure , son supplément , et son cosinus aura un signe contraire; d'après 
cette observation et d'après le n\ 100, on aura: 



V(.-.' 



y+ifi-^sy+2u-j}ifi^p)''^^'' 



R 

Ce serait la même chose si les plus petites coordonnées étaient «, i5, et 
les plus grandes oi ^ B\ car les deux cannés resteraient les mêmes , et le der* 
nier terme ne ch«'ingerait point par un double changement de signe. 

Si la droite était placée comme dans la fig. 45. bis , fangle opposé à s serait 
y même, et le dernier terme de la formule semblerait devoir prendre le signe 
moins ( n^. 100); mais d'un autre côté B — B serait aussi en moins , ce qui 
redonnerait le signe plus. 

Si la droite étoit parallèle à Taxe des x , il est clair qu'on aurait iS" = 9 
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et par conséquent g— fl' = o; enaorte qu'on trouverait *=? + (« — «'). 
Si elle était parallèle à Taxe des y ^ on aurait oiz=z»^ « ~ »' == o , d où il 
résulterait > = ± ( i8 — «' ). 

Si elle passait par l'origine des abscisses , et que ce point fut un des deux 
dont on cherche la distance, par exemple celui dont les coordonnées sont 
- désignées par «' , ^ , ces quantités seraient nulles , et la formule général^, 
donnerait : 

A/ r . , . cos y 

Si on voulait supposer en même tems la droite parallèle à Tun des axes ou 
à r autre , elle ne serait plus que ces axes eux-mêmes , et Ton aurait ou . . . 
* = o ou « = G ; d'où il résulterait >=±« ou > = + «. 

. 138. Dans tous les cas , si l'angle des coordonnées était droit y on aurai| 
cos y = o , et la formule générale deviendrait : 






139. Si Ton n'avait assujetti la ligne qu'à passer par un seul point donné 
(», B) (•), en mettant « et j0 à la place de x et de j^ dans l'équation géné- 
rale y = aa: + by on n'aurait eu pour déterminer a et 6 que l'équation. . . 
$=: a»+b. C*est-à-dire que la valeur de a aurait toujours été exprimée 
en 6 , ou celle de 6 en a ; ainsi il aurait toujours fallu fiixer au moin* une 
de ces quantités pour que la position de la ligne fût déterminée. 

Si de l'équation précédente on tire la valem* de b exprimée en a , on fi| 

b=B — a»; mais si Ton prend la valeur de a exprimée en 6, on trouva 

B. b 

a = ■ ; ce qui donne ces deux équations : 

yz=:ax + ($ — a«) ... (-£), 

— b 
y=i x + b .... (F), 

ce 

^î peuvent être considérées comme étant chacune l'équation de la droite 
en question. 

Mais il faut observer que lorsque b est connu, il y a alors un second 
point donné par lequel passe la ligne ; c'est pourquoi les équations du 

' C) J'entends un point dont les coordonnées sont « et /3; j'emploîrai d^sor* 
Iiai5^ d'après Francœur^ cette expression abrégée. 



/■ 
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n^. 135 redonnent {F) lorsqu'on y fait « = zéro tt B ^=zb. 
Du reste , si Ton donne à (£) et à {F) les formes suivantes : 

y — i8=a(j; — «) .... (£') ) 

•F — 6 = a: . . . . (/^) , 

on verr^ mieux leur analogie avec celles du n^ 135; et de celles-là on fera 
ressortir CE) , tout comme on en a fait ressortir (F) ; car que « et b! soient 

n — e ' 

connus ou non , on a toujours > = a. 

140. Nous venons de considérer une seule droite, nous allons en consi- 
dérer deux , qui seront nécessairement , l'une à fégard de Tautre , ou paral- 
lèles, ou perpendiculaires, ou obliques. 

141. Trouver t équation (ïune droite parallèle à.une autre droite donnée. 
Soit y ==z ax^b l'équation de celle-ci : ; 

i\ ^i la parallèle demandée peut être plus ou moins éloignée dé la droite 
donnée , il suffira qu'elle fasse avec les axes les mêmes angles qu'elle ; la 
quantité a seta donc la même; mais non la quantité 6, qui pourra être 
prise à volonté ; et Ton aura d après cela jf = ax + 6' , pour l'équation 
de la parallèle ; b' pouvant être plus ou moins grand. 

2^. Si la parallèle est assujettie à passer par un point («, B) il faudra 
qu'on ait ô = a « -f- ^% ^^ ^^ donnera b'=:B — a « , et substituant on ob- 
tiendra : 

jf = ûx + (i8 — ^«), OU y — Bz=zatx — *), 
pour l'équation de la parallèle menée par le point donné. 

C'est Féquation (£) ou (£') du n®. 139, mais nous avons préféré refaire 
ici le calcul , pour être mieux compris des commenoans. D'ailleurs dans le 
n®. 139 a est quelconque j tandis qu'ici la valeur de a doit être la même que 
dans l'équation de la droit^c donnée. - • 

142. Vepons aux droites qui se rencontrent, et voyons d'abord comment 
on peut trouver la valeur de^ coordonnées au point d'intersection de deux 
droites dont on a les équations. 

Soient ces' équations jr = oo? + ^ > J' = û'jc. + 6' ; on doit supposer que 
les quantités a , 6 , a' , i' , sont constantes et connues , car sans cela les 
droites ne seraient pas données. Quant aux variables x et _y , on peut bien 
faire que les x soient toujours les mêmes pour les deux lignes , mais alors 
les y coiTespondans différeront en général entr'eux d'une' ligne à l'autre , et 
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réciproquement. Il y a cependant une exception , c'est pour le point où 
les lignes se coupent ; là les coordonnées sont les mêmes pour les deux 
lignes et sont constantes :, en les désignant par « et 5 , on aura : 

/8 = a« + 6j Ôz=a«+ô'; 
et de là on tirera , par l'élimination : 

b' — b ab' — ba' 

a — a! a — a' 

Alors si a' devient égal à a et 6' à ^ , on aura « = § et /S = § , valeurs indé- 
terminées , répondant au cas où les deux lignes coïncident et où le point d'in- 
tersection est par tout ; comme cela doit être par la supposition que nouj^ 
venons de faire. 

Si a'=;a seulement , les valeurs des coordonnées « et /8 prennent la 
forme | ; ce qui indique que les deux droites ne se rencontrent qu'à une 
distance infiniment grande , ou plutôt qu'elles ne se rencontrent pas du tout , 
et que par conséquent elles sont parallèles; comme cela doit être aussi 
quand on a a' = a , et qu'on n'a pas 6'= 6 ( n*?. 141 ). 

143. La méthode que nous venons d'emplojer pour trouver les coordon- 
nées du point d'intersection de deux droites , peut s'appliquer à deux lignes 
quelconques tracées sur un plan , car on raisonnera dans tous les cas 
comme nous avons fait dans celui-ci. 

144. Trouver r équation d'une droite perpendiculaire à une autre droite' 
donnée (n*'. l40 ). 

Si la droite passe par l'origine des abscisses , comme la première droite, 
fig. 46, on a :c : V :: sin n : sin m, ou y = i^--?- x; 

c'est l'équation de cette première droite ; et Ion connaît m et n , puisqu'on 
suppose la ligne donnée. 

Maintenant si on lui mène la première ligne perpendiculaire , passant aussi 
par l'origine des abscisses , on aura pour celle-ci , comme on le voit par la 
figure 07 : - — y :: sin g : sinp, ou y,= — £^ x. 

Or dans le graiid triangle , qui comprend les deux autres , l'angle tn+p 
est droit , donc n et q sont complémens Tun de l'auti'e. Ainsi 1 équation 
précédente devient y = — Sfi-S x. . 

Faisant, comme à l'ordinaire , 'l!Li!t == a , et représentant • de plus 

par la lettre c , les deux équations deviendront : 

y = ax, y = — ex. 
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96 PROBLÈMES ciNERAtrX 

Cela posé , si la première droite et sa perpendiculaire s'écartent înéga- 
Içraent de l'origine des abscisses , toujours parallèlement à elles-mêmes , et ' 
deviennent la seconde droite et la seconde perpendiculaire , il est clair 
qu'elles auront alors pour équations : 

y = ax + 6 , jf = — - ex + b\ 

Mais si Ton avait assujetti la perpendiculaire à passer par un point 
( « , 18 ) , les deux équations auraient été celles-ci : 

145. Si l'angle des coordonnées est droit m et n sont complémens l'un 
de l'autre , et puisque '-i^JH =s a = f , il est clair que Ton a aussi 

££1-2 — c — ^^ " z= - Ensorte que les équations des deux droites sont en 

cas n *"~ ""■ sin m a* * * 

général : 

jf = aa? + 6, j^=: — H a? + 6'; 
ou lorsque la seconde est assujettie à passer par un point ( « , 5 ) : 

y:=ax + b^ y — Ô = — i(^x — «). 

146. Trouver la longueur de la perpendiculaire^ depuis le point dont 
les coordonnées sont « et 5 , jusqu'à la rencontre de F cadre ligne. 

On voit pair le n". 137 et la fig. 47, que Ton a pour cette longueur : 

Vcos y 

ce que Ton peut écrire ainsi : 



Vcos y 

Cependant ce n'68t là que la formule générale de la valeur de >; il faut 
pour l'appliquer au cas dont il s'agit ici , y mettre à la place de ir — « et 
et de jf — * les valeurs de ces quantités, tirées des équations des deux 
droites. 

L'équation de la perpendiculaire est 

celle de la droite est ;f = ao? + 6 ; mais pour la comparer plus facilement à 
rautre, oo peut lui donner cette forme : 

y — 5 = ax + ô — - 5 ; 
de ces deux équations il résulte celle-ci : 

aa?+6— -0 = — . c (:r — « ). 
Pour en tirer la valeur de a: — «, qui doit être substituée dans celle de >, 
nous pourrons encore l'écrire ainsi : ^ï^ 
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or — aet+ a» + b — 5=: — c(a; — «); 

on obtiendra alors facilement : 

(0 • — ' a« — b ^ 

Mettant donc cette valeur, à la place de a: — », dans Téquation de la per- 
pendiculaire , on aura : 

(S — a«— -i^v 
t: > 
a+ c ^ 

Substituant enfin dans Texpression générale de 5 les valeurs de x — «et 
de y — *, que nous venons de trouver, et faisant pour abréger -— =c, 
nous aurons : 



(S 



V 



1 -4- ^* — 2 ce 
ia+cy 



147. Si l'angle des coordonnées est droit on a y =m + w= 100^, et 
par conséquent e=:zéro; on a aussi c=| (n^ 145), et par conséquent 

Alors la formule se réduit à ceci : 

B — a»'''^b 
>= — — — — 



\/ 1 +a» 

l4ft. Deua: droiles étant données peur leurs équcUions^ trimver Vexpres^ 
sion du sinus ^ du cosinus y et de la tangente de Vangle <jue ces droites 
forment entr' elles (n^ 140 )• 

Soient y=:ûwrH-fr, y=zcCx + b\ les équations dfe ces droites; . . * • 
a y a! y bjb' sont connus. Mais il est évident qu'on peut faire mouvoir ces 
droites, parallèlement à elles-mêmes, jusqu'à , ce qu'elles passent toutes 
deux par l'origine des abscisses, sans changer par là l'angle qu'elles font 
entr'elles. Leurs équations seront alors y = clx , y = eux ; ensorte que les 
quantités b et b' ne doivent point entrer dans les expressions du siiius , du 
cosinus, et de la tangente, qui sont indépendantes de ces quantités. 

Si sur la seconde droite , fig. 48 , on prend AL égale au rayon des tables 
R , et que du point L on abaisse sur la première droite la perpendiculaijfe 
LFy cette perpendiculaire sera le sinus dont il faut trouver la valeur. Or 
cette valeur est pour ainsi dire toute calculée dans la dernière formule du 
B^ 146; mais il faut j introduire a! à la place de « et de fi. 

N 
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Comme « et ^ sont des coordonnées de la seconde droite,' on peut les 
mettre à la place de ;r et de ^ dans l'équation de cette droite^ et Toa a : 

fi = a'». ' 
D'un autre côté le triangle AL<^ donne (n^*. 137. 146): 

^ = «* + /8* + 2e.«/î. 
De ces deux équations on tire par l'élimination : 

R a'R 

Mettant ces valeurs dans la dernière formule du n*. 446 , et obserrant que 
b = zéro , on obtient , toutes réductions faites : ^ 

o- VJT p/i/ («'-«>" i + c^-2ce 

sin F AL = R '\1 -^ — . : — — -. 

y l + a'^ + 2a'e (a+c)* 

£t comme en général le cosinus est égal à la racine du caiTé du rajoi» 

moins le carré du sinus , on trouve : 

r^r vK/a (a'-ay i + c^^2ce 

eos FAL = il 'V 1 ; — : r* 

▼ l+a'* + 2a'6 (a + c)* 

Enfin 9 puisque la tangente vaut lè rs^on multiplié par le sinus et divisé^ 

par le cosinus , on a : . 

tangFAL=^R\ — . — ^^ > ■ ^- . 

i49. Si les droites sont parallèles, a' = a, et les formules donnent. • Z 
sin FAL = zéro , cos FAL = R^i = /f , et tang^ FAL = zéro^ comme 
cela doit être. * 

• Si les droites sont perpendîculafres f.a' = — ^ , et les formules donnent 
s'mFAL:==Ry/i^R,cosFAL — R^T^^zerOrtangFAL:=R^/^ 
= f = 5 , aussi comme cela doit être. 
Si l'angl FAL était égai à m — w, on ' aurait LAX=:^ m— (m— ?i) = n j- 

et LAY=^n + (m-^n) s= m. Or a'= -: — - — - ; donc d = -r = \. Alors 

stn LAi sm m 

Téquatîbn de la première droite étant j; =: or , celle de Ta seconde est ... . 

y = 5 X. Dans ce cas les deux triangles AFx , AQx , sont semblables ; car y 

outre Tangle commun, ils ont chacun un angle égal à m et un égal à n. 

450. Si Farigle des coordonnées est droit , on a les valeurs du n^. l'47 , 

qui substituées dians les formules du sinus , du cosinus , et de la tangente y 

donnent ; 
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sin F AL = 



cos F AL = 



R{i + aa') 

tang FAL=^ . , / ■ 

i + aa! 

Alors, si les droites sont parallèles, ea faisant a' :=za^ on a^ comme au 
n*. 149 9 le sinus nul, le cosinus égal au rayon, et la tangente nulle. £t si 
elles sont perpendiculaires , en iaisant a' ::= *— | ( n^^ 144« i4d ) , on a le 
sinus égal au rayon, le cosinus nul , et la tangente.^. 

151. L'angle des coordonnées étant toujours droit, on peut se servir des 
formules précédentes pour faire le chemin invei'se de celui que nous venons 
de faire. 

Ainsi veut-on que les lignes soient parallèles? on écrira la valeur du sinus 
égale à zéro , ou celle du cosinus égale au rayon , ou enfin celle de la tan* 
gente égale à zérOj et de l'ime ou de l'autre de ces équations on tirera 
également a'=ia. 

Veut-on que les lignes soient perpendiculaires ? on écrira la valeur du 
«inus égale au rayon, ou le cosinus zéro , ou la tangente §, et Ton obtiendra, 
de l'une ou de l'autre de ces équations , a' = — 5 ; ou , ce qui revient au 
même , 1 + nd = zéro ; ou encore acC = — 1 (*). 

» 

■ ' ■ ■■ 

_• ■ 

<*) En g^éral ii =:^^j et dans le cas actuel </=—- '^^ (n*. ikS) ; ensorLd 
<(ue ad zz-^U 
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CHAPITRE IV. 

« 

Problèmes particuliers relatifs à la ligne droite. 

162. k!)upposons deux axes rectangulcùres , et une droite passant par 
V origine des abscisses y C équation fie cette droite étant donnée, on de- 
mande celle dune autre droite gui partagerait en deux parties égales 
V angle que la première fait avec Ca^e des x. 

Soît y:=ax réquatîon de la première droite , et jp = fcr ^ celle de la se- 
conde ; on connaît a et l'on veut trouver k exprimé en a. 

Or la seconde droite fait avec Taxe des x un angle dont la tangente est 
Rk ( n^^. 121 et 150 ) , et elle ftât avec Tautre di^oite un angle dont là tan- 

gente est — ■ (n^. 150); et comme ces deux angles sont égaux, leujrs 

deux tangentes sont égales ; on a donc 

équation de laquelle on tire celle-ci ; 

ft* + L/c— l=o....(t) 
laquelle étant résolue donne : 



r 



S= ±\li + ~> 

Ensorte que l'équation demandée est 

Elle est double , parce que la droite donnée fait avec Fàxe des x y deux 
angles ^ et qu'il y a par conséquent deux droites qui partagent ces angles^ 
chacun en deux parties égales. 

Du reste on voit par Téquatîon (1) que le produit dès deux valeurs de h 
égale — 1 (Algéb. n^. -iOft); désignant donc ces valeurs par A et ft', on a 
fct' = — 1 , ou Àif + 1 s= G ; d' où il résulte que la droite qui passe au mi- 
lieu de l'angle de la gauche est perpendiculaire à celle qui passe au milieu 
de l'angle de la droite (n"". 151 ). Et il est facile de voir que cela doit être 
ainsi. 



PROBL. PABTIC« R£LATIf8 A LA LIGNE i DR OlT£. 101 

^153. Etant donne' T angle que font entr'elles deux droites JJS, JX^ 
( fig. 49 ) déterminer dans Tintérieur de cet angle un point C tel que si 
de ce point on mène une parallèle à Fune de ces lignes , à AX par exem- 
ple^ on ait CD^=zAD. 

Prenons une des lignes , AX par exemple , pour axe des abscisses , et le 
sommet A de l'angle poui- l'origine , supposons de plus que les axes se ren- 
contrent à smgle droit; celui des deux c^poites étant connu, si l'on divise 
sa tangente par le rayon, et qu'on appelle le quotient a, on aura (n^^ 121. 
.122 ) y = ox pour Téquation de la droite AB ^ a étant donc connu. Main- 
tenant si le point C était trouvé, et que Ton menât par ce point la droite 
^ C , il est clair que tous les points de cette droite auraient la même pro^ 
priété que le point C ; c'est donc cette droite qu'il faut mener. Désignons- 
la par cette équation y = kx ; il faudra trouver A: inconnu, exprimé en a connu. 

Représentons les coordonnées du point C , par « , i5 , et celles du point 
Z) par «', ^> nous aurons, par les équations de AB et de -4C, 

fizzzacty ^=A:«...(2), 

Or à est connu, et l'on peut supposer que « l'est aussi, parce quil résulte 
de ce que nous avons dit qu'on peut le prendi-e à volonté ; on a donc 

m 

a»=^k» , «' = — ^ ,.. (3), 

a 

D'ailleurs la grandeur de AD est \/ « * + ** , et celle de CD est « — . » , 
et ces deux quantités sont égales , ce qui donne : 

Effaçant les termes qui se détruisent , et substituant les valeurs de /3^ et de »% 
tirées de Téquation (2) et de l'équation (3) , on trouve : 



-- 2 



a a 



•-fta = «» + 2— ÂE ou A?+-*— 4 = 0. 



« 

Cette équation étant la même que l'équation (1) du n*. précédent , prouve 
que la droite AC partage l'angle BAX en deux parties égales; iUest donc 
facile de la mener et de tiouver ainsi le lieu de tous les points C, qui ont 
la propriété indiquée. 

Une droite perpendiculaire k AC^ serait dans l'angle BAX^ le lien de 
tous les points ajant la même propriété {x^. 152). 

On peut remarquer que « a disparu de l'équation ; c'est qu'en effet la 

valeur de ft, ou, ce qui revient au même; la valeur de l'angle CAX^ ne 



\ 
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dépend point de la grandeur de TabscUse « , que Ton peut prendre à volonté', 
cocrirae nous l'avons déjà dit. 

154. Détenniner comment s'entrecoupent les trois perpendiculaires abois- 
sées des trois sommets dun triangle quelconque sur les c^és opposés. 

Si. le triangle est rectangle, il ^t clair que les peVpendiculaires en ques- 
tion s'entrecoupent au sommet même de l'angle droit. 

Si le triangle est acutangle om obtusangle comme >4«C, fig. 60, pour 
avoir quelque chose d'uniforme , prenons le plus grand côté A» pour Taxe 
des ;r et ^ pour l'origine , et supposons que les coordonnées sont rec- 
tangulaires. Désignons le plus grand côté A» par « , et les coordonnées du 
point. C par » , ^', l'équation de la droite AC sera de la forme yz=iax; 

g 
mais conmie elle passe par C^ on aura fi z=:a»^ d'où a = t; donc l'équa- 

tion de la droite A C deviendra y=: ^x. Et par conséquent l'équation de la 

perpendiculaire « E , assujettie à passer par le point « ( « ^ zéro ) , sera • . • 
<n^^ 144 1460; 

Sur quoi il faut observer que les quantités « , «»' , ^ sont connues quand le 
triangle est donné ; mais qu'elles restent indéterminées quand le triangle 
est quelconque, comme nous l'avons supposée 

Maintenant l'équation de la droite «C, assujettie à passer par deux points 
« et C ( «» zéro ) ( «% iï ) , sera (n*. 134) : 

e ^g 

i/= 7^+ — :i 

et celle de la perpendiculaire assujettie à passer par le point A Czéro^ zéro y 
sera (n***. 144. 145; : 

y zzz ■ X • . • . (5). 



Or les deux perpendiculaires que nous venons de considérer ont dans 
leur point de concours les mêmes coordonnées ; ainsi d^ns leurs deux équa«^ 
tîons (4) et (6), y a la même valeur et x aussi (n^. 142. 143). Les second» 
membres de ces équations sont donc égaux et donnent : 

- X = -— — ( X — • ) ; 

e • 
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f 

d'où l'on tire bien- YÎtex =ét II en résulte que la perpendiculaire abaissée 
du point G sur A»^ tt qui est ici l'ordonnée y , aboutit au même point que 
celle qui est abaissée du point C sur la même ligne A « ; c'est-à-dire qu'elles 
se confondent 

Ainsi les trois perpendiculaires abaissées des trois sommets d'un triangle 
quelconque sur les côtés opposés , se coupent dans un seul et même points 
D'où résulte pour les mener cette construction jfbrt simple i 

Comme l'angle inscrit appujé sur le diamètre est droit , il faut sur le plus 
grand côté ^ » , ptîs pour diamètre , décrire une d|emi-circonférence , et 
par les points E eiF où elle rencontrera les côtés du triangle ou leurs pro<^ 
longemens , mener les droites »E et AF, puis par leur point de concours 
G et par le sommet C du triangle mener CG« ; ces lignes seront les per- 
pendiculaires. 

15Ô. Avant d'aller plus loin faisons une observation assez importante. On^ 
a vu dans ce chapitre , et dans les chapitres 1 et 3 de la première partie ^ 
deux méthodes bien différentes pour mettre en équation les problèmes de 
géométrie : ^ l'une, dit Lacroix, consiste à déterminer les équations dea> 
lignes qui contiennent les points cherchés , en partant des propriétés de 
ces lignes ; " c'est celle du chapitre actuel ; « et l'autre à déduire hnmédia*- 
tement de la considération des tiûangles semblables et des triangles rectan^ 
g}e» que présente la figure résultante du problème supposé résolu , en s'aiw 
dant même de quelque construction préparatoire, les relations des droites» 
qui détenninent la position de ces points ; " c'est celle des chapitres f et S. 

^ La première de ces méthodes , quelquefois plus élégante que la seconde ^ 
est toujours plus générale ; mais la seconde est souvent plus simple ; et cela 
doit être, puisque par celle-ci on prend les choses de moins haut, et qu'on 
part de propriétés Çlus voisines de celles qu'on cherche h découvrir. " 

Voyez , par exemple, le problème du n^. 153 , il n'est pas seulement be* 
soin de le mettre en équation. Si on le suppose résolu , on a dans la fig. 49 
CD = AD y ensorte que le triangle ^CD est isoscèle; les angles DGA^ 
DAC sont donc .égaux : mais DCA = CAX^ à cause des parallèles , done 
DAC^=^ QAX\ donc la ligne AC pBrtage l'angle BAX en deux parties 
égales. 

156. Pour comparer les deux méthodes dans une question un peu plu» 
/difficile que celle-ci, reprenons celle du n^ 22 et essayons de la résoudre 
par le« équations des lignes; 
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Étant donnés les trois côtés du triangle JPBD^ fig, 51 , trouver sa sur^^ 
face. 

Rapportons ce triangle aux deux axe» rectangulaires , j4X , ^F, dont 
un pourrait être dirigé suivant un des côtés, mais que nous placerons comme 
dans la figure pour rendre le calcul plus généraK Afin d'avoir la hauteur 
du triangle , abaissons du point A , qui est lorigine , la perpendiculaire j4F 
ou i sur la base BD ou a , nous aurons pour la surface | a > ; il ne reste 
donc qu'à trouver i. 

La perpendiculaire tombant sur BD , il faut pour avoir sa longueur éta- 
blir d'abord l'équation de la droite BD. Or celle-ci passe par deux points 
B €t D («S ^ ) i^" 3 ^ ) i son équation sera donc (n^ 134) : 



X —OC « — « 



Dans cette équation le coefficient de x est la valeur de la lettre a de la 
formule du n^ 147, qui nous donnera î, et le terme sans a: ni y est la 
râleur de b de la même formule. D'ailleurs «et B , qui désignent là les coor- 
données du point d'où part la perpendiculaire ( n®. 146 ) , sont ici nuls , parce 
que ce point est Torigine. 11 résulte de tout cela que : 

Mais. dans notre triangle BD ou a vaut le dénominateur de cette valeur 
de i ; donc 

ï = . 

a 

Du reste, il ne faut point confondre cet a , qui exprime le côté BD , avec 
le a de la formule n*. 147; on a mis à la place de celui-ci sa valeur, et il a 
disparu, de même que le b de la formule , qui n'est pas non plus celui du 
triangle. 

Quant à la surface demandée on voit donc qu'elle vaut : 

Et cette expression mérite d'être remarquée , parce qu'elle donne la sur*» 
face en fonction des coordonnées de la base, qui suffiraient ainsi seules 
pour calculer la surface , lors même que les côtés ne seraient pas donnés. 

Pour avoir cette valeur en fonction des côtés, comme dans le n^. 22, 
et comme le problème le demande , il faut faire ici quelquesHransfonnations. 

Nous 
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Nous arons vu d'abord que le dénominateur de i avait pour valeur a , ou 
le côté sur lequel tombe * ; si on l'élève au Carré, pour n*avoir plus de ngM 
radical , on trouve : 

«'a + «"1 + /8'» +«"i — s»'*" _. 2*^/8'' = a». 
Mais «'*+i8'» = cP et «^'*+/S"»=6»; retranchant ces valeurs de TéquatioB 
précédente , on a 

puis , en carrant , 

D'un autre côté on a («'•+>»'•) («"•+^'*) = 6* d*, ou, en effectuant h 
multiplication , 

j% «^» +ij'*fl^i + «"V» + J^fl^ = 6* £? ; 
retranchant de ce résultat l'avant dernière équation , on obtient : 

J'H*^ + «'»a^» _ TfilJ'fSir = ô* d» — J (6» + d* — a»:)» ; 
extrayant la racine des deux côtés il vient : 

substituant enfin cette valeur dans la formule de la surface ^ on retrouve^ 
comme au n\ 22 : 
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CHAPITRE Y, 

I>£ la transformation des coordonn^esk 

157. !Nous avons vu qjiie réquatîon de la Ugae droite est phis sîn^te 
quand cette ligne passe par l'originç ; nous avons vu aussi que la plupart 
ides formules relatives à la ligne droite se simplifient qiiand les çoordonnée;$ 
«ont rectangulaires.^^ Qr nous pouvons bien prévoir qu'il y aura quelque 
chose d'analogue pour les équi^tions des lignes, courbes , suivant la manière 
dont Torigine sera, placée et suivant l'angle que les axes feront entr'eux. 
U pourrait donc être avantageux, lorsqu'on aurait l'équation d'une lign^.^ 
de savoir trouver la forme que prendrait cette équation en rapportant la 
ligne à d'autres axes ; c'est cette opération qu'ion appelle ta truns/brmatiûn 
^des coordonnées^ 

Noua allons parcourir les cas suivans: i\ changement • d'origine et non 
de direction, 2^ changement de direction et non d^originëi 3^ changemenjt 
d'origine et de direction* 

{Changement cC origine et m?n de direction^ * 

468. Soient AX^AY^ % 62, tes anciens axes, ^JT, ^1^, les nouveaun 
parallèles aux premiers. Les coordonnées de la nouvelle origine A*^^ rela-* 
tivement aux anciens axes, doivent être connues, et nous les désignerons 
par f et g. Cela posé les anciennes coordonnées du point M étant x , jif ^^ 
et les nouvelles âf^^yt^ on voit par la figure que l'on a 

rp=/+a/, y — g + t^- 

Si Ton met donc ces valemrs à la place de a? et de y dans l'équation 
donnée d'une ligne, on aura Téquation de la même ligne rapportée aux 
nouveaux axes. Mais il faudra prendre feXg avëo les signes convenables , 
suivant la manière dont la nouvelle origine sera placée relativement à l'an- 
cienne. ' 

Far exemple , l'équation de la droite CN ^ fig. 43, étant ^ = oop + & 9 si 
on vent qu'elle passe par l'origine, il suffira de transporter Taxe des y 
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parallèlement à lui-âième jusqu'en' C, sans changer Taxe de^ x^ on aurft 
donc/'ss-— ^C et ^^=zéro. Mais pour saroir ce que vaut il C, il n'y â 
qu'à faire y = zéro dans l'équation de la droite y^=zax + b; on a alors 
o=zax + b^ d'où a? = — L = — -^C. Donc /*= — L, jr = z^r^; . • • . 

donc x = — ^ + si^iy=^t/> d<>nc l'équation y =5 oa; + * , devient . . . 
•^ =: a (— ^ + aî*)+6| ou ^ === axf ; et c'est en efFet c6 qu elle doit être 

puisque la droite passe par l'origine et que les angles m et n n'ont point 
changé. En partant de cette nouvelle équation et faisant le chemin inverse 
on retournerait à la première équation. 

Par exemple encore, puisque nous avons eu y*=r* — a;^ pour J'équa- 
tion du cercle , quand les coordonnées sont rectangulaires et que ^rpi^gine 
est au centre (^^ llâ)> «1 nous voulons, en laissant les axes à angle droite 
transp(Mler l'origme à l'extrémité du diamètre , en ^1 fig. 40 , nous aurons 
/*= — /• et ^ == zérOy ce qui donnera a? = ^— r + a/ ety = ^; mettant 
ces valeurs dans l'équation de la courbe, elle deviendra ^*=:2ra/— a?'*. 
£t de celle-ci , qu'on appelle t équation au sommet^ on retournerait à l'autre 9 
qu'on appelle t équation au centre. 

Chxmgement de direction et non d origine (n^ 157). 

169. Ce cas se partage en plusieurs autres : l^ passage de coordonnées 
rectangulaires à des coordonnées obliques; 2^. de coordonnées rectangu* 
laires à d'autres coordonnées rectangulaires ; 3\ de coordonnées obliques 
à des coordonnées rectangulaires ; 4\ de coordonnées obliques à d^autres 
coordonnées obliques. 

160. Passage de coordonnées rectangulaires à des coordonnées obliques 
{ou quelconques). 

Les axes AX^ AY , fig. 63 , deviennent AX , AT , et Ton suppose connus 
les angles XAX ^ XAT ^ que nous désignerons, pour abréger et pour les 
reconnaître sans figure, le premier par C**') '-^ 1^ second par (x/); 
ces lettres assemblées n'indiquant donc point une multiplication. Les an- 
ciennes coordonnées du point M étant AP^ MP ^ ou x^y^ les nouvelles 
seront AP ^ MF^ ou x\ /; et Ton aura 

x — AL + FN, y — MN+FL. 
Or les triangles ALFj^ MNF , donnent , en faisant le rayon des tables 

égal à l'unité : 

02 
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i\x^ r.Msixx^^xAL^ i:x*::sin(xx'^:P%^ 
i:/::cûs(x/)iFNj i :y' ::sin(xy') :MN; 

tirant de là les valeurs des quatrièmea termes et les substituant dans ks 

équations précédentes, on a: 

s = x'cos (xx'y + y'cos (arvO > 
y =: x'sin (xx') -^ysin (xy')^ 
Par exemple , sî le point M appartient à une ligne droite , dont Téqua- 
tion soit j^ = aa: + 6 , et que Ton y substitue les valeurs ci-dessus de x et 
de y, on trouvera , après les réductions , tme équation dàe cette forme . • . 
y = ix' + b' ; ensorte que dans la lîgne droite , la même forme d'équation 
convient aux coordonnées rectangulaires • et aux coordonnées obliques ; et 
c'est 'èe que nous avions déjà pu remarquer. 

• n tf en serait pas de même de toutes les autres lignes, du cercle par exem^ 
pie ; supposons que le point M appartienne à cette courbe , dont Téquation 
au centre est >* = r*— • a:* ,. lorsque les coordonnées sont rectangulaires ; 
substituons-y les valeurs de a: et de ;f ci-dessus ^ elle deviendra : 

y'^ = r » _ jr'*^ 2 { sîn {xx') sin (x/) + cas (xx') cas (x/) ] x'/. 
Mais on sait par la trigonométrie (n^ 91) que l'on a, lorsque le rajon 

des tables R égale i y sin a sin k + cas a cos & =5 , . 

~ I cos Ca+ô) +1 cos [or^b) + 1 cos (a+b) + 1 cos (or^b) =: cos (a— 6} ; 
d*où il résulte que le coéfiBcient de x'y'' vaut 

2 cos ( x/ — xx') = 2 cos (x'/) =2 2 cos y y 
cette lettre désignant toujours Tangle des deux axes. On a donc pour Vé^ 
quation du cercle au centre et aux coordonnées obliques ; 

y'* = r* ~ x'* — 2xy. cos y. 
Pour que cette forme fût la même que celle de l'équation y^:=r^ — x*^ 
il faudrait que l'on pût avoir , dans tel ou tel cas , cos y = zéro ; mais le 
cosinus d'un angle ne peut être nul que quand cet angle est droit ; donc 
dans le cas des coordonnées obliques Téquation contlenl toujours un terme 
en x.y (*). 



{*) Si l'on avait voulu supposer immédiatement « 

sin ixod) sin (ocif) \ cos {scaf) cos (o^f/) ^o ^ 
on aurait eu, en divisant par le second terme ^ 

sin {xcd) sin (xi/) , . — ^% 
cosixa/) cos(xi/) 
DU encore^ parce que le rayon des tables est 1 (n*. SS) i 
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Dans tout ceci nous anticipons un peu sur la théorie du cercle , mais il 
était assez nécessaire de faire quelques applications' de la transformation 
des coordonnées ; et d'ailleurs il est d'usage que l'on prenne dans ces ma* 
tières le cercle pour exemple , en raison de ce qu'on le connaît déjà par 
la géométrie; c'est aussi pourquoi nous en avons parlé dès le n'. 113. 

161, Passage de coordonnées rectangulaires à d autres coordonnées . 
rectangulaires (n^. 169). 

Il n'est pas nécessaire de faire ici une nouvelle figure et un nouveau cal- 
cul, il suffit d'observer que les formules du numéro précédent peuvent faci- 
lement être modifiées pour le cas actuel. Lorsque l'angle (a:'/) est droite 
on a (xy)= 100^+(^^'); or le complément de cet angle est — ixx') ; 
donc alors sin (xy) = cos (xx) et cos (xy') = — sin (xx') ; substituant çça 
valeurs dans les formules précédentes , elles deviennent : 

X = x' cos {xx) — y sin (arx') ^ 
y z=i X sin (xx') + y cos (xx'\ 

Si on tes applique à la ligne droite et au cercle , les équationa • • . • 
yz=ax + b^ y^ zs^r^ -^cc* ^ deviendront y =a /a/ «^ 6', y* = /•* — a/^f 
ensorte qu'elles n'auront pas changé de forme. 

162. Passage de coordonnées obliquas à des coordonnées rect<mgu^ 
Jaires(n\ 159). 

Il faudra faire le chemin inverse du n^ 160, et supposant que les pre-^ 
miers axes sont AX\ A}", fig. 63, et les seconds ^éX^ ^Y^ que les pre- 
mières coordonnées sont x' , y , et les secondes x^^ y^on traitera par l'éli- 
noination les équations du n®. cité , pour en tirer les valeurs de x' , y , expri- 
mées en ap, y ; et si l'on se souvient que (n'. 88. (8)), 

sin (jxy*) cos ipcûcf) — cos (jxy') sin {pcx") = sin {jxy' — xx') , puis si l'oil remar- 
que , dans la figuye , que sin (jxy* — a^a/) = sin (jx'y') , ou ama : 

^ X sin (^Xy") — jf cos (xy'y 

sm (ary) 
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tanç (^a/) tang {x}/) ^ i =z o. 
Or en considérant les nouveaux axes comme d«ux lignes droites rapportéev<^ 
aux axes rectangulaires ^X, AJT, on peut faire Umg {xaf) = tang m^na Cn*>'. 121. 
122 ) , et tanfi (xi/) = tang m'zzzaf; ce qui doune ouf + 1 =0 , ou ^ = — 1 , et 
prouve (n*. ISI ) que les droites AX , AV sont perpendiculaires enti'clles quand 
on fait nul le coefficient de af^ ; ensorte que ce leimç se trouve toHJours dan^ 
l'équation avçc des coordonnées obUqjies*. 
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_ jr cas icxaf) ^xsin (xx^ 

Gh&ngeftnt eù&n y ûg. 6â^ Xen J', F en T^ et iréciproquemfeM \ et fai« 
%àxA auMâ le même changement dan^ led petites lettres, on obtiendra : 

X* sin ( jfx* ) — ycos (ym' ) 

^ — ^ li t I I 1 I r ■ 

y cas (xx*) — ai «« (xx*) 

sin (xy) 
H est évident que dans ce cas Téquation de la ligne droite tte changerait 
|>as de forme , et que celle du cercle en changerait ; car c*est ici l'inverse 
du n^ 160^ 
163. Passage de coordonnées obliques à âautres coordonnées obliques 

(n*. 169). 

Supposons que nous avons led axes obliques AX^ AY^ fig. 65 > passons 
â*abord, par le n\ 162 » aux axes rectangulaires AX ou AX ^ AT ^ et de 
ceux4ft nous irons ^ par ien^ 160, aux nouveaux axes obliques AX^^ AT". 

Puisque Taxe AX est le même que Pue AX^ ce que nous avons fait pour 
plus de simplicité, nous aurons l'angle (a:x') s=;z^ro, et les formules du 
n*. 162 donneront : 

x' svn(^yx')^^y' cosiyx*) 
"*" sin (ary) ^ 

/ 

MÛ8 ici x' et y ottt de* valeurs en x" , y'\ que Ton pottrl*ft tfoUvei" pat 
les formules du n^ 160, en y mettant «', /, à la place de x» jf , et«") /', 
à la place de x', / $ un aura ainsi : 

x' = x" cos ( «V) +/ tfO* ( x'y" ) , 

y = x" sin ( X V ) + y 5m ( x'y ' ) ; 

substituant enfin ees valeurs de x',y, dans celles de x, jr, qui précédent « 

celles-là deviendront , après toutes les réductions » et au moyen du principe de 

trigonométrie cité n°. i62 ; 

_ xf' sin (yx" ) +/ sin jyf ) 

""* sin (xjf) 

x" «n ( xx" ) + y sin ( xy ' ) 



.**« (asy) 
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On remarquera que les x% y , ont disparu de ces formules, ces quantités 
ne nous ajant servi que comme intermédiaires pour arriver aux expression» 
dex, jr,cn a?",y'. 

On pourrait appliquer ces formules aux équations de la ligne droite et d^ 
cercle ; mais nous avons suffisamment vu , en traitant de la première de ces 
lignes que son équation la plus générale est yzszax^+'by soit pour un sys* 
tème de coordonnées rectangulaiies ^ soit pour un système de coordonnées 
obliques quelconque. Et quant au cercle , l'équation du n®. 160 ae peut qu'être 
générale pour les coordonnées obliques, quand l'origine est au centre; ainsi 
les formules actuelles ne la changeraient pas : c'est ce que Fon pourra véri- 
âer si l'on veut ; mais le calcul est un peu long (*). 

164. Du reste , quand on voudra transformer les coordonnées dans tel ou 
tel cas particulier, relatif aux n^^ 160, 161, 162, 163, il faudra comparer 
ce cas avec celle de nos figures^ qui lui conviendra , pour voir si les axés 
sont situés les uns à régar4 des autres comme ils doivent l'être^ et prendrai 



' C*^ On trouvera unç ^uatioa de cette fbrme ; 

4x"* + ^/» + Ce Y = r» , 
et si Ton cherche, à part les valeurs de ^ , de £ , et de C^ par les formules, tri» 
gonométriques , on trouvera -<^ = 1 , 5=1, C=:cos (^j/'); d^où il résulte ^f 
cette équation est bien la même que eelte du n^. 160* 

Voici le calcul pour jé coefficient de af\ En désignant pour plus de simplieité 
(spaf') par a, (ya/'>par ô, on aura (^)s#+^; cela posé Iç coefficient ^ 
question sera ; 

sin^ a 4" sin^ b'+'2 sina sinb fos (<i4-^X 

sin^ia^b) 
le numérateur deviendra suceessîTement ( n^\ 98, 84) ; 

sm^a'^sin^b^2sina sinb Ççosa CQsb/^^sina sinb); 

âm^a'i^sin^b+2sina$inb cas a cosb-^sw? a sm^ b--- sin^ asin^ b } 

sm^cir\^miNh^2sin a sinb eosa eosb-^in^a (1— ^«^*é)^— JW**-6 (i'^^çs^-çO^K 

Faisant les multiplications et réduisant ^ on aura 

isinasinb casa çosb-^sin^a ço^b+sin^b cos^a. 
f^uant au dénominateur il deviendra d'abord (.sin a cas b+ cas a sinà)^^ |w.i 

sin^a cos^b+2sma sinb cas et çosb+sin^b cos^a; 
•nsorte qu'A sera égal au numérateur ; et que le coefficient jé vaudra 1. 
Le même calcul servira pour B, en faisant (a^)=ia, (y^) = ^ ft . , « « ^ « 

{àpif) s=s4i -f à, fit cela mettra sur U voie your fwe la r^duetim 4« (^ 
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convenablement les signes des quantités contenues dans les formules. Si par 
exemple Taxe des r' , fig. 53 , au lieu d'être en dessus de celui des x , comme 
il Test ici , devait , dans un cas particulier , être en dessous , le sinus de Tangle 
<xx') serait en —, mais son cosinus resterait en-f-. Et<^* 

Cfiangmient d'ongulé et de direction (n^ 157). 

165. Si on voulait passer d'un système de coordonnées à un autre, en 
changeant non*seulement la direction des axes , mais encore le point d'ori<^ 
^ine , il est évident qu'il faudrait combiner la règle du n*. 168 avec quel- 
qu'une de celles qui la suivent. 

Pour passer , par exemple , de coordonnées rectangulsdres à des co6r« 
données quelconques , en changeant d'ailleurs l'origine , on aurait , par les 
numéros 168 et 160 : 

X =s/*+ x' cos (xx') +y cos ix]f)^ 
y =: g + x' sinÇxx' ) +y sin (x/). 
En appliquant cela à l'équation du cercle x*+^* — r*=î:o^ dans laquelle 
les coordonnées sont rectangulaires et Torigine au centre , si on voulait con- 
iserver J'axe des x , incliner vers lui celui des y , et transporter l'origine sur 
la courbe dans le sens des x en moins , on aurait y=—r, g==o^ (a:xO=o, 
sin (xx')=o, cos (xx')s^=: 1 , (x/) = ^1 alors les formules précédentes 
deviendraient; 

wt=ix^ +cos> y^^r 
y = sin y y ; 
substituant ces valeurs, ou leurs carrés^ dans l'équation du cercle i elle de«^ 
viendrait, après les réductions, et en ôtant les accens.: 

x^ + 2cMy» xy-\-f — 2rx — 2r cosy.y^^o^ 
c'est l'équation au sommet pour les coordonnées obliques ou quelconques^ 
N.B. Je dis quelconques, parce qu'en supposant simplement cosy^=^o^ 
on se retrouverait dans les coordonnées rectangulaires. On pourxm étendre 
cette observation à d'autres oas. 
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CHAPITREVL 

De la ligne circulaire : équations , construction des éguations ^ propriétés 

de cette courbe. 

166. JNIous avons déjà parlé plusieurs fois du cercle, parce que cette 
com*be très-simple et très-connue était très-propre à servir d'exemple pour 
le développement de certaines théories qui devaient nous occuper; nous 
allons maintenant en traiter spécialement. 

Il résulte de la manière de décrire le cercle que tous les points de la 
circonférence sont à une même distance du centre ; cherchons d'après cela 
son équation la plus générale. Supposons que le cercle de la iig. 56 soit 
placé d'une manière quelconque relativement aux deux axes AX^ AY^ 
qui font entr'eux un angle à volonté y ; il faudra exprimer que pour cha- 
que point Jl/ de la courbe, la distance CM e^ toujours la même. Or si on 
mène Tordonnée MF et qu'on fasse passer par le centre une sécante indé- 
finie parallèle à l'axe des qr, on aura, en général, par Tintersection de 
ces lignes, un triangle CJ//, qui donnera pour chaque point Af(n^. 100. 
137): 



Cii/*=:c/+/ii/*+2C/x/*rx 



cos y 



R 

Qv si l'on désigne par h la constante C/>, qui est égale à l'abscisse du 
centre 9 et par k la constante IP ^ qui est égale à Tordonnée de ce même 
point, on aura, dans la disposition de la figure, C/=jp — A, lM^=^y — ft, 

et représentant toujours ^—^ par ^ , et le rayon du cercle par r, l'équa- 
tion précédente deviendra : 

r»==(x— /i)» + Cy— *)*+2tfCx — /i)Cy— *)...(0. 

Si Tordonnée MP tombait à gauche du centre, on aurait Cl=-h — x; 
mais l'angle ojpposé à CM étant alors y même, cela n'introduirait aucun 
changement dans^ l'équation (n^ 137). 

.Voilà donc l'équation la plus générale du cercle ; en la développant et 
l'ordonnant on peut lui donner cette forme : 

P é 
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On obtiendmit la même équation en partant de toute autre propriété 
caractéristique du cercle , par exemple de celle-ci , que la perpendiculaire 
abaissée sur le diamètre est moyenne proportionnelle entre les deux aeg- 
meps, etc. Et réciproquement on pourrait de cette équation tirer toutes 
les propriétés de la courbe ( n^. 116). Mais comme ces calculs seraient un 
peu longs arec un équation aussi chargée, nous allons la simplifier par la 
transformation des coordonnées ; et nous nous exercerons d'ailleurs beau- 
coup sur cette courbe connue , pour que Taccord de toutes les méthodes 
et de tous les résultats nous fasse mieul sentir les avantages de l'algèbre » 
et nous donne plus de confiance dans cet admirable instrument. 

167. Pour transformer les coordonnées, au lieu d'employer les formules 
générales , nous aurons plus TÎte fait de substituer ici aux lettres h^ky e , les 
valeurs particulières qu'elles doivent avoir dans tel ou tel système. Ainsi 
lorsque Torigine est au centre, il faut faire h=:zéro etk:=:zero,' Téquai^ 
tion devient ainsi : 

y*+2eay4-a;* — r* = o ... (3); 

ce qui s*accorde avec le n^ 160, parce qu'on avait fait là J?= 1, et qu'a- 
lors e = cas y. • 

Si on veut l'équation au sommet , c'est-à-dh:e celle qui a fieu quaiul l'on* 
gîne est sur la courbe, et que l'axe des x passe par le centre, on fera . . . 
hzszr et k=izérOf et l'on aura, comme au n^ 165 : 

y» + 2tfa:y+a?*-.2rey— 2ra: = o .... (4). 

S'il faut obtenir l'équation générale pour le cas des coordonnées rectan- 
gulaires , on fera seulement e =^ zéro , et l'on trouvera par Cl> et par (2) r 

y» + a:»-^2A^— 2ftx+A* + t* — r*=o J -'^ ^^^^ 

Cest la même équation sous deux formes différentes , et U est évident que 
de l'une on peut tirer l'autre. Il faut se souvenir que dans cette équation , 
tout comme dans les précédentes y h et k désignent les coordonnées du 
centre. 

Maintenant , si Ton veut Téquation au centre pour le cas des coordon«> 
nées rectaugulaiies > on fera dons (6> A et A: nuls , et Ton aura comme au 
n^ 116 ; 
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£/» + «* = /••..•. (6). 

On aurait pu aussi la tirer dé (3), 

Si on veut enfin l'équation au sommet, toujours pour le cas des coor- 
données rectangulaires , on fera dans (5) /i = r et k = zéro , et Ton ob- 
tiendia, comme au n^. 158 : 

y* 4- a:» = 2rx . . • . (7). 

On aurait pu aussi la tirer de (4). 

Arrêtons-nous actuellement à ces deux dernières équations , qui sont les 
plus simples de toutes. 

168. Nous venons de les tirer de Téquation générale , obtenue elle-même 
de la propriété de la circonférence d'avoir tous ses points à une même 
distance du centre. Cette propriété nous avait déjà donné immédiatement 
l'équation au centre ( n*. 115), et de celle-là nous avions conclu Téquation 
au sommet ( n**. 158 )• Voyons maintenant comment d'autres propriétés carac- 
t-éristiques de la courbe pourraient conduire aux mêmes résultats (n*. 116 ). 

Supposons que nous ne connaissons le cercle que par cette propriété, 
c'est qu'il y a dans son intérieur un point par lequel menant une droite 
quelconque A'B^ fig. 40, elle aboutira de part et d'autre à la courbe, et en 
abaissant de tout autre point M de cette même courbe ime perpendicu- 
laire MP sur AB , elle sera mojrenne proportionnelle entre j^P et PB. 
Prenons ÀB pour axe des x , et par le milieu C de cette ligne , sans savoir 
ii c'est le point dont nous avons parlé , menons à angle droit Taxe des y ^ 
et nommons r la constante A*C=:BC^ noua aurons r + x :y ::y: r-^x; 
d'où nous tirero ns y^:=:r* — x* , ou ;^* + x* = /•*. Mais d'un autre côté 
jp* + 3î* = CA/* ; donc CM=zr; c'est-à-dire que tous les points de la 
courbe sont à une même distance du point C milieu- de ÀB. 

Si l'on avait fait passer Taxe des y au point A , en nommant toujours r la 
moitié de la ligne AB^ on aurait eu AP^=^x eX, PB^lr — a:; ce qui au- 
rait donné xiy\:y:2r'^x^ et par conséquent j^ = 2rx — x*, ou. . - . 
yî + X* — '2rx = o. Mai s d'un autre côté on a / + (x — r)*= CM^ , ou 
J^* + a* — 2rr + r* = CM , et, parce que les trois premiers termes se 
détruisent, CM:=zr. On retrouve ainsi les équations au ceritre et au sommet. 

Suppposons encore que nous ne connaissons le cercle que par cette autre 
propriété, qu'après avoir mené une droite -4^5^ fig, 67, comme dans la cons- 
truction précédente , si de tout autre point Af dç la courba on joint AM^ 

P2 
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et JBM^ le triangle A MB est rectangle en M^ voici comment nous trouve- 
rons réquation. 

Nous prendrons -4 j? pour Taxe des x . et par le point C, milieu de AB j 
«ans savoir si c^est là le point par lequel on a dii mener cette ligne , noua 
ferons passe r à a ngle dro it Taxe des y , et f aisant toujours AC=zBC:=2r ^ 

nous aurons ^iI/* + 5¥' = 4/-*. Or I?¥*=/ + (r + ^)% et 

^iW*=/4-(r — x)*; développant les carrés, substituant, et réduisant , 
nous obtiendrons encore j;- + a:* = r* ; et joignant CM^ nous prouverons, 
comme ci-devant, que CM=zr. 

Si Torigine était en -4 , on aurait ^M^ =:^* + a:* j BM^:=^y^+(2r — x)*, 
d*où Ton tiierait j^* 4- ^* = 2rx ; et Ton prouverait , comme on Ta déjà faut , 
CM—r. 

Si Ton ne connaissait le cercle que par ceci , qu'après avoir fait ta der- 
nière construction, on eût -^Jf moyenne proportionnelle entre AB çx.Ax^ 
et BM moyenne entre AB et Bx\ en mettant rorig ine en C on aurait . . • 
2r ; AMw AM : r+x, d'où I5¥* = 2r* rh 2rx. Or A M * =zf- + Çr+xy- ; 
développant le carré, égalant ces valeurs et réduisant, on trouverait . . . 
j* + a:* = ^* j et l'on prouverait CM=zn On am*ait le même résultat par 
deux valeurs de BM * 

Si Torigme était en il ^ on retrouverait , par des calculs semblable» , l'éqna^ 
tion au sonmieL 

169- Supposons maintenant qu^on nous donne l'équation j^*+x^ = i^, et 
que nous ne sachions point à quelle ligne elle appartient ; il s'i^it de recon* 
naître cette ligne, et de trouver ses propriétés (n^ 116 ); dn moins dans 
le cas où l'angle des coordonnées .est droit ; cette condition étant une dies 
données du problème actuel (*). 

Puisque les coordonnées font un angle droit , l'équation nous apprend 
qne la quantité constante r est l'hypoténuse de chaque triangle rectangle 
formé par une ordoimée et l'abscisse ct>rre^ondante ; mais ces bjrpoténuses 
sont les distances de Torigine aux diSërens points de la courbe; dbnc tous 
ces points sont à une même, distance de Toiigine. Ainsi la courbe est un 
cercle dont Torigine dies abscisses est Ife centre 



Si on écrit l'éq^tion de celte manière jrrdb V^ — **> ^^ verra» que 



(*) Si^ Fangle des coordonnées n'était pas droit , la m£me équation appartiens 
à une ellipse i €ourbe que nous ne devons pas e:&aminer pour le momeuL 
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pour chaque Tàleor de a; il y aura deux râleurs de y égales Tune en + et 
l'autre en -~ ; ensortc que la courbe est toute pareille en dessus et en des- 
sous de Taxe des x. 

On vcx?ra aussi que pour toutes les valeurs de x égales de deux en deux 
en + et en -~ 9 ou pour toutes les abscisses égales de deux en deux à 
droite et à gauche du centre, les ordonnées en dessus de Taxe des x 
eut la même longueur , et par conséquent aussi en dessous ; car l'équation 
ne contenant que le carré de x , on aura le même résultat en donnant d'à* 
bord à 9 une certaine valeur en + puis la même valeur en — . Ce qui 
prouve que la courbe est aussi toute pareille à droite et à gauche de Taxe 
des y. 

Il résulte de ces deux observations que si on plie la figure par Taxe des 
X et en même tems par Taxe des y , les quatre portions comprises entre 
les axes se superposeront exactement. 

On peut encore reconnaître cela par la comparaison des deux formes 
suivantes que l'on peut donner à Téquation : 



Et ces deux formes prouvent aussi que les valeurs que Ton- a pour y avec 
certaines valeurs de x^ sont égales à celles que Ton a pour x quand on 
donne à y les valeurs qWon avait d'abord données à x. Si par exemple 
CF= CH^ fig- 40, on a FG^ HK. 

Lorsque x égale zéro ^ y =dt^^ c'^^ •à - dire que la courbe rencontre 
Faxe des y en dessus et en dessous de Torigine à une distance égale au 
rayon; et lorsque x=:i±:rj onaj = o, ensorte que la courbe rencontre 

m 

taxe des x à droite et à .gauche de Forigine à une distance qui est aussi 
égale au rayon ( n^ 117). Entre ces limites , à mesure que x augmente en 
-f- ou en —, à droite ou à gauche , r*— ^^cKminue , et par conséquent 
y; mais lorsque ±^ ^ dz^y o^ ^ \/r*.^a:* imagitiaire; ce <Juî prouve 
^e la courbe ne se retrotive plus au delà des points A tt JS; ella ne se 
retrouve pas non plus^ au detà âes< points /> et £ , comme on le voit en fàî- 

^*^* dtiy >:!:'* ^^^ 1^ valeur de x. 

, D*ai)leui'S les* ordonnées étant égales pom* une même abscisse , en dessus 
et en dessous de Taxe des x, cet axe coupe en, deux parties égales toutes 
les cordes qui lui sont perpendiculaires. Et comme Téquation ne change 
j^int dans le passage de coordomiées rectangulaires à d'autres coordon- 
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nées rectangulaires , chaque corde est toujours perpendiculaire à un axe ; 
donc tout rayon ou tout diamètre perpendiculaire à une corde la coupe en 
deux parties égales. 

On voit aussi que deux cordes égales sont également éloignées du centre , 
puisqu'elles répondent à des abscisses égales ; et que de deux cordes inégales 
la plus courte est la plus éloignée. 

De tout ce qui précède il résulte aussi que cette courbe , qui est fermée 
dans tous les sens , est toujours partagée par un diamètre quelconque en 
deux parties égales ; car , comme nous venons de le dire , chaque diamètre 
est un axe. 

En reprenant Téquation et Pécrirant mnsî yi^^ (r + x^ (r—'X^j on 
troure r-j^xzyziyzr — x; ensorte que la perpendiculaire y abaissée d'un 
point de la courbe sur le diamètre est moyenne proportionnelle entre les 
deux segmens de cette ligne (n®. H5). 

Enfin si Ton mène JlM et MB, fig. 67, on aura^^* = y^ + (r + a:)*, 
mF =^4- (r — x)*, et par conséquent ^lif + MB^ = 2^ + 2r* + 2x* 
= 2r* — 2x*+2r* + 2a:* = 4r* = (2r)* = jéB* ; ce qui prouve que tout an- 
gle inscrit A MB ap puyé sur le diamètre est droit. 

Et puisque AM^ =y^ + (r+x)«=j^» + r* + 2/-ar + x», si l'on met à la 
place de j* sa valeur r* — x* , donnée par l'éq uation , on trouve .... 
jiJH ~ 2r (r+x) = ABxAx. On trouverait de même BM * = AB X Bx. Cest- 
à-dire que chacune des cordes A M , MB , est moyenne proportionnelle entre 
le diamètre et le segment correspondant. 

Cela suffit pour faire voir que de l'équation iatu centre on pourrait con- 
clure toutes les propriétés du cercle. 

170. Si Ton nous demande quelle est la courbe à laquelle appartient 
V<équation jp^+>* = 2rx, en supposant toiy ours les coordonnées rectangu* 
laires, nous observerons d'abord que la somme des carrés de jr et de x 
n'est pas constante, puisqu'elle vaut 2rx\ cela posé, pour rapprocher les 
termes tfn x nous écrirons j* •+• x* — 2rx = o » et afin de completter le 

carré commencé dans les deux derniers termes , nous mettrons 

j^ + x* — 2rx + r* = r* ouy*H-(x — r)* =/f;.de plus comme x—r est une. 
variable différente de x , mais comptée sur le même ax^ , nous pourrons 
L'appeler x', alors l'équation deviendra jr*+«'*==^* \ 

I^ous reconnaîtrons ainsi plusieurs choses; et d'abord que nous avons 
transformé les coordonnées en portant l'origine le long de l'axe des x, à^ 
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une distance ëga?c à la constante r, puisque chaque nouvelle abscisse at' est 
de cette quantité pfcis courte qu'elle n'était (n*. 15» )• ' 

Nous reconnaîtrons ensuite que nôtre courbe est un cercle dont le rayon 
est r, et dont le centre «t la nouvelle "orJgïiie ; ênwrte que Tancienne, ou 
celle (Je l'équation proposée , est à Fextréinité du diamètre , savoir en A , 

£g. 67. 

Enfin nous verrons que sî la sontme des carr és de s coordonnées , repré- 
sentée par 2rx, est variable , c'est qu'en eflTet Aht ^ qui vaut j^* •+• x* ou 
2rx^ est variable , puisque la corde A M l'est» 

£n donnant à l'équation ces deux formes : 



on verra , par la pi-emière , que la courbe est toute pareille des deux e&tés 
de l'axe des a: ; on verra , par la seconde , que pour une même va leur de^ on 
a deux valeurs de x inégales, et dont la différence est 2 \/r* — y^ = 2 Cr ; ou , 
ce qui revient au même , qu'il y a toujours en dessus de l'axe des x deux 
ordonnées égales placées à égale distance à droite et à gauche du centre , 
et de même en dessous de cet axe. On verra aussi que chaque abscisse est 
de r plus grande que dans TéquatÂon aMi gentrow - 

En faisant dans la première forme a: = o , on aura y = o; lorsqu'on fera 
a: = + r, on aura j^ = ±: r; lorsqu'on fera a: = 4: 2/* , on aura jr = o ; 
quand on supposera a? > 2r , l'ordonnée y sera imaginaire ou impossible ^ 
et il en sera de même .pour toute valeur de a? en — ; ensorte que la courbe 
est toute d'un c6té de Taxe des y , quoique partagée en deux parties égales 
par l'axe dés x ; et elle ne se retrouve phis au delà du point B^ 

Toutes les valeurs de x étant donc comprises entre o et 2r , si on veut 
savoir comment marcheront les y entre ces limites , on prendra l'équatiba 
sous cette forme j?* + (a? — ry = i^^ et l'on en tirera : 



On verra alors , par (jf) , que pendant l'accroissement de x depuis o jus- 
qu'à r la fonction (r — a:)* diminuera, ensorte que r* — (r — x)* augmen^ 
tera , et par conséquent y , qui vaudra r quand x aiu-a aussi atteint la lon- 
gueur de r. L'abscisse x surpassant ensuite r et continuant <f augmenter , 
on verra par (S) , que (x — r)* ira en augmentant , ensorte que r*— (x — r)* 
ira en dhninuant^ et par conséquent y^ qui sera nul quand x aura atteint 
la longueur 2r, ' 
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Maintenant si l'on fait attention à ceci 9 que Téquation au loentre ne diange 
point lorsqu'on passe de coordonnées rectangulaires à 4 autres coordonnées 
rectangulaires , e6 que de l'équation au centre , en transportant l'origine à la 
circonférence , on tire toujours la même équation au sommet , si , dis-je, on se 
souvient de cela, et qu'on le combine arçc ce que nous avons dit de l'équation 
j? = r ± \/r- — y^ ^ on trouvera facilement toutes les propriétés des cordes 
et du diamèti'c dpnt nous avons parlé au n%'précé)dent. 

Quant aux autres propriétés du cercle, on les. conclura de l'équation &h 
sommet, tout aussi facilement que de l'équation au centre. 
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J^rcffridés dits sécantes t des tangentes, des normales, et des cordes 

suppUmentcûres, 

I 

171* X ouR «iiirre maintenant d'une autre manière la rencontre du cercle 
avec la ligne droite , essayons de combiner les équations de ces lignes , en 
prenantpour la courbe son équation au centre y puisque c'est la plus simple* 

Supposons une droite GM^ fig. 59 > menée dans le plan dun cercle , par 
un point GCt^^ B^^et de manière à rencontrer la circonférence ; voyons 
comment elle la rencontrera. 

L'équation du cercle rapporté aux axes XX\ YY' ^ qui se coupent à 
angles droits dans^ son centre , est 

^* + y* — ^* = o ; 

celle de la droite assujettie à passer par le point G est (n^ 139) 

r 

^ais pour chaque valeur de x les valeurs de y de la droite et du cerclé 
diffèrent , sauf dans leurs points communs ; ainsi supposer ces valeurs les 
mêmes, c'est chercher les points où les lignes se rencontrent (n^'. 142« 143 >« 
La seconde équation donne : 

yz=zax — (a« — iô) .... 0); 
d'où Pon tiJre : ^ 

^a = a^x^ — 2a (a« — B") x+(^am — fl)*. 

Substituant cette valeur de y* dans l'équation a;*+y*— r*==o, on trouve 
tout de suite : 



(*) Il faut observer qu^en supposant iS en plus, « peut être en plus ou en moins ^ 
. parce qu'il peut être à droite ou à gauche du centre. La quantité a peut aussi 
être en plus ou en moins , suivant la position de la droite relativement aux axes. 
Nous allons faire le calcul comme si « et ^ étaient en plus , de même que 6 ; il 
sera facile de modifier les résultats obtenus , suivant les différens cas particuliers 
lui pourront se présQUten 
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(l+a*)af*~2a(a« — «)a?+(a» — ^)* — r»=o ••. (2). 

Ces équations étant Tune du second degré en x et l'autre du premier 
degré en y , nous apprennent qull y a en général deux abscisses dont cba* 
cune répond à une ordonnée commune à la droite et à la courbe , ou qu'une 
dîoite peut rencontrer une circonférence en deu:i points , mais non en trois* 
Or toute droite qui rencontre ainsi la circonférence en deux points s'ap- 
pelle une sécante. 

Si on résolvait l'équation (2) pour en tirer deux râleurs de x exprimées 

en « , iB , r , et a , et qu'on mît successivement ces valeurs à la place de xt 

dans l'équation (1), on obtiendrait les deux valeurs de y correspondîtes: 

on aurait ûnsi les coordonnées des points communs M^M\ 

_ sin ift ^^ ^ , .m» 

172. Remarquons que a = (n^*. 121. 122), m étant toujours 1 an* 

cosm 

gle que la droite fait avec l'axe des x. Si cet angle augmente son sinus atrg* 

mente et son cosinus diminue , du moins jusqu'à ce que m soit droit ; ainsi 

a augmente aussi. Le contraire a lieu si m diminue. £t il est évident que si 

le point G est au dehors du cercle, la droite en tournant sur ce point peut 

cesser de rencontrer la courbe; alors les valeurs de x seraient imagmaires. 

Mais en écartant cette supposition, il nous reste à voir si les deux points 

d'intersection de la droite et du cercle ne pourraient pas, dans quelques cas, 

être réduits à un , ou si les deux valeurs de x ne pourraient pas se réduire 
à une, 
y oyons d'abord si l'équation (2) ne peut jamais être abaissée a u pre- 

mler degré, il faudrait pour cela qu'on çût 1 + a* = o ou a = \/ — 1 , 

ce qui est impossible. 
Voyons ensuite ^ l'équation restant du «econd degré les deiix valeurs de 

X ne peuvent jamais devenir égales. Il est évident qu'il suffirait pour cela 

que cette, équation fôt un carré parfait , ou que son dernier terme fût égal 

au carré de la moitié du coefficient du second ; du moins lorsqu'on l'auaraït 

écrite ainsi ; 

^ 2a(a« — fi) , (tf«~i8)» — r* 
1 + a» l+a» 

Qn aurait donc alors , en mettant ^ au lieu de a pour disUngner uueux 
U valeur de cette lettre qui peut convenir à la tangente : 
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i+A^ (1+^*/ 



Wi 



ce qui peut dépendre de la valeur de ^, ou de la grandeur de Tangle m; 
car T^y fy et r 8ont des quantités qu'on se représente données. 

Il faut donc tirer de cette équation de condition la valeur de ^4 , et tridter 
cette letti-e comme l'inconnue qu'on doit maintenant trouver. En faisant 
idisparaître les diviseurs , développant les carrés , effectuant les multiplica* 
lions , réduisant , etc. , on obtient : 

^-^T^^+^^ = ... (3); 

d'où l'on tire enfin : ._____«_„ 

Quand A aura cette valeur l'équation (2) sera un carré parfait, qui ne 
donnera qu'une seule et même valeur pour œ; ensorte que la droite et le 
cercle n'auront qu'un point commun : car s'il n'y a qu'une valeur pour x il 
n'y en a qu'une pour y, puisque Téquation (1) est du premier degré. 

Or 1®. si le point G était dans le cercle, comme on aurait «*+i8* < ^, 
la valeur de A serait imaginaire ; c'est-à-dire qu'alors il y aurait nécessaire- 
ment deux valeurs de :r , ou deux points d'intersection. 



(*) On trouverait aussi ce résultat en observant que le coefficient du second 
terme de Téquation précédente pris en plus est la somme des deux valeurs de x, 
qui étant ici supposées égales en valent chacune la moitié, et que le dernier 
terme étant le produit de ces mêmes valeurs ^ chacune en vaut dans ce cas la 
racine carrée (Algéb. d'Emile n^'. 404. 408). 

(**) Si on voulait que Torigine fût au sommet, il faudrait mettre dans cette 
formule «*— r à la place de « , et Ton aurait pour ce cas : 



i*> ""■"* ——>—■■ Il ■ I .■■ ■--I. I I. ■ 

ou, ce qui revient au m&iie: 



*(r— *) ±rv^i»*— (2A* — «*) 

^2 
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2^ Si le point ét£ut sur la circonférence , fig. 62 , comme on am-ail 

»♦ + j8* = r*, la valeur de -4 deviendrait -; j-, quantité toujours possible,^ 

«t. qui &e réduit encore à 

:^=--f C5>. 

cri mettant «• + 5* à la place de r* dans le dénominateur. On pourrait done 
alors mener la droite sous un angle tel qu'elle n'eût qu*un point de commun 
avec la circonférence; ce serait une tangente ^^ mais une tangente uniquç 
puisqu'il n'y aurait qu'une valeur pour A. 

Dans ce cas , si le pjoint G se trouve sur Tare àKx prenûer angle (les coor-^ 
données , comme dans la figure , » étant en + ainsi que ' fi on aura A en 
~ ; c'est qu'alors l'angle m sera obtus et son cosinus sera en — ^^ 

Si le point se trouve sur le second arc , » sera en — et i^ en + et par eoiK 
séquent il en +; c'est que le sinus de m et son cosinus seront tous deui^ 

cn+. 
Si le point est placé sur le troisième arc , « et ^ seront tous deux en — 

et par conséquent A sera çtx -^ ; et en effet le sinus de m sera alors ea 

•^— et le cosinus en +. 

. Si le point est sur le quatrième arc, « sera en + et 5^ en — et par 
conséquent -4 en +; c'est qu'alors le sinus et le* cosinus seront tous deujç 
en — . *" 

Si le point est sur Taxe des y y d*un côté ou de Tautre de Taxe dfes x ,. 
«-sera- nul ttA aussi ; ce qui prouve que sin m strei z&o^ et que la droite 
sera paratièle à l'axe des; x ou perpendiculaire à celui des y. Mais comme* 
l'équation du cercle ne change pas en faisant tourner les axes autour du 
centre , chaque point de la circonférence peut être considéré comme pris 
sur Taxe des y ; donc la tagente est toujours perpendiculaire au rayon. 

£nfin si le point, est sur. l'axe des a? , on a «* =? Hh r et fl^ =: o ; alors . '., 
^ = I, ou fii^ = I , d'où il résulte cas m = o ; ce qui prouve encore que 
la tangente fait im angle droit avec Taxe dés a? quand le point die contact 
est sur cet axe ; mais on peut toujours le considérer comme placé ainsi ;: 
donc nous retrouvons^ le résultat précédent. 

3^. Si le point G est hors de la circonférence , fig. 59^, on aura toujôur»,; 
comme cela est évident ^ «* + fi? > ''^ > .ensorte qu'il existera dans l'équar» 
toon (4) deux valeurs dé -4 possibles , qui laisseront l'équation (2) un carré 
parfait > et à chacune de ces valeiirs de A répondra une valeur de x en (2}j^ 
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et une valeur de y correspondante en (1). On voit par là que d'ua point 
extérieur au cercle , on peut mener dçux tangentes GN^ ON à cette 

courbe (*). 

i73. Maintenant pour reconnaître mieyx Içs propriétés de ces tangentes,, 
plaçons-les dans quelque circonstance plus particulière et plus favorable: 
Faisons tourner les deux igces sur le centre , jusqu'à ce que celui des x pASse. 
en G, fig. 61 , ce que Ton peut toujours çoncevojc, et qui ne changera rie.ft 
aux deux tangentçs j alors ô étant nul , l'équation (1) deviendra : 

y=pa(:v-^ -»> ..... (6); 
l'équation (2); 



réqu^tion (3) ; 



3^ — — ^ 4P + ss 9 . . . . ct; , 

1 + a» 1 + a* 



^ :r^—— = (8) V 



«MIP 



O Si Ton n'eût pas eu pour bul de trouver la valeur de A (|ui convient à hk 

tangente , et qu'on eût simplement voulu prouver l'existence de cette ligne ^ 

de la sécante^ on aurait pu le faire d'une manière plus simple. Cai* dans l'équar 

tion générale du cercle Taxe des x peut être place relativement à 1$. courbe d'une: 

manière quelconque, et représenter par conséquent la droite qui, doit Iç rencon* 

trer. Or dans les points où cet axe rencontre la courbe l'ordonnée est nulle \ en 

faisant donc ^ = o dans l'équation générale , et même dans l'équation (5) du^ 

n*. 126, dont les coordonnées sont rectangulaires^ on verra, par le degré de 

l'équation restante en ^, combien d'abscisses répondent à y = o, on combien il 

peut y avoir de points d'intersection. On peut même supposer que Taxe àt^ y 

passe par le centre, quoique l'origine n'y soit pas ^ et i'on aur^ encore Ar^o^ 

On trouvera ainsi :. 

a^ + A*^^ •— r^ = o. 

Or cette équation n'étant que du second degré ne permeb ni tme seule interèec^ 
tion proprement dite , ni plus de deux , et co/nme elte est trè^ -simple., oa U 
Tésput facilement, et l'on obtient : 



^i"*- 



ensorte que si Tordonnée k du centre est plus grande que le rayon , il v!y a po^l 
d'intersection; si elle est plus petite que ïe rayon, il y en a deux \ et si elle est 
4gale au rayon , il n'y a qu'un, pjoint de commun à la droite et au cercle. Mais'U 
ne faut pas oublier que ces valeurs sont relatives a.ux coordonnées re^t^.gUr' 
feires. 
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et enfin Téquation (À): 

N. B. Ce deifiiier résultat se tire encore plu8 vtte de (8) cpie de la réduc!^ 

tîon de (4)i 

Cela posé lorsque le point G est extérieur, à étant phis grarid que r, il 
y a , comme on le voit en (9) % deux valeurs de A possibles et égales ^ maïs 
l^e en + et l'autre en moins ; c*est-à-dire qu*on peut mener par G deux 
droites GN^ GN ^ Tune d'un côté de Taxe des x qui passe en G, Fautre de 
l'autre , sous un même angle ^ et qui seront toutes deux tangentes. 

Ces deux valeurs de A ^ mises dans (7) » donneront la même équation ^ 
parce que (7) ne contient que le carré de cette lettre ; ainsi on aura pour 
les deux tangentes la même valeur de x ; cette dernière valeur étant subfr^ 
tituée dans (6)^ d*abord avec Tunè des valeurs de il, et ensuite avec Tautre^ 
on obtiendra deux valeurs de y égales, Tune en + et Tautre en -*-. Les 
triangles QGN^ QGN* , formés par Taxe , par les deux tangentes , et par les 
deux ordonnées , auront donc leurs angles égaux , un côté commun , et un 
autre côté égal ; ils seront ainsi égaux , et par conséquent les deux tan-^ 
gentes seront égales. 

174. Avant de quitter la tangente, occupons-nous de son équation. Celle 
de toutes les droites qui passent par le point G est ( n^. 171 ) : 

y — fi^a(x — «); 

et si Ton y met la valeur de a ou de ^ donnée par la formule (4>, on aura 
l'équation la plus générale de la tangente pour le cas où l'origine est ait 
centre. On pourx*a lui donner cette forme : 



(«*— ?^)(y— ^) — (a?— «)««=air(a?— *)\/»* + i8' — r* ... (10). 

Si le point G par où passe la tangente est extérieur , mais placé sur l'axa 
des «?! £lg« 61 1 on aura As=:o, et l'équation précédente deviendra: ' 

ou , en divisant par le radical : 

c*est l'équation de la tangente qui passe par un point extérieur donné wat 
Taxe dea Xé 
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Enfia si le point G est sur la circonférence , iGg. 62 , et que ses oooro^ 
données soient toujours désignées par » et ^ , on auia «^ + ^ == z*^ 9 et 
réquatipa (10) deviendra — «^ + 5* — «Ax + «*ô = o , d où Ton tirera \ 

ey+mxr=r* . • • . (12) ; 

c'est donc l'équation de la tangente menée par un point donné sw la cir« 
conférence. 

Si on eût voulu obtenir (li) immédiatement , on aurait mis la valeur de 
A de la formule (9) dans Téquation y = a; ( ^ — « )• Et si on eût voulu 
trouver immédiatement (12; , on aurait mis la valeur de A donnée par li^ 
formule (5) dans Téquation y -^ B :=z a Çoc —» »). Dans ce cas , on aurait 

d'abord eu y-^*==— -j (^-^«); d'oi Ton tire facilement. *».•.*% 

*y + «^ =^ z* . 

Dans ces formules les données sont, outre le rayon du eerde, les eooiv 

données 'du point par où passe la tangente. On pourrait y en introduirQ 

d'autres: Par exemple, si dans le cas de la formule (11) on ne connoissait 

pas « et qu'on connût A y on tirerait de (9) 1^ valeur de » en.Af on la suhs* 

tîtuerait en (11)> et l'on aurait, pom* équation de la même tangente; 



j/»u^a: — r\/l + ^* (13), 

Si dans le cas de (12) on ne connaissait pas « et qu'on connût t et^, oq 
tirerait de (5) la valeur de « , et on la substituerait dans ( 12). Ou bien s) 
Ton ne connaissait pas fi et qu'on connût « et ^ , on tirerait de (5) la va» 
leur de i0 et on la mettrait dans (12). On auiait ainsi , pour équations de la 
même tangente ; 

0l/-^Afix=:r^^ i4«;r— .«y = ^r* ,f (I4)t 

Mais n^Qublions pas que dans toutes ces formules la grandeur de » oompt# 
du centre , car c'est l'équation au centre que nous avons employée pour les 
calculer. Si on plaçait Torigine ailleurs , on aurait encore des équations diffé- 
rentes. 

176. Du reste l'équation d'une droite ne représente que le caractère de 
cette ligne et sa position relativement à deux axes sur un plan , et ne lui 
asiùgne auoune longueur déterminée ; c'est ainsi que nous venons ûç cdm 
•idérer la tangente. Mais en traitant des courbes on cherche ordinairetnent 
la grandeur de la ligne «T, fig. 62, que Ton appelle h soustangcnt^ » c'Mt 



r 



la dittaiMie qu*il y a depuis le pied de lordonnée du poîdt de ^sontact Jttsw 
i^u*au point où la tangente rencontre l'axe dea x , lorsque celui-ci passe patf 
le centre. Noù» allons donc chercher maintenant, non Téquation de «7", car- 
cette équation ne serait autre chose que celle de Taxe XX , mais la valeur 
de cette ligne »T considérée comme finie. 

Il est évident d^aiileurs que lorsque le point O^ paf où doit passeï^ Is 
tangente, est donné sur la circonférence, si Ton détermine la position du 
f)oint 7, la droite qui joindra Ces deux points sefa la tangente demandée. 

Or la soustangente «T, comme on lé voit par la figure, vaut AT — «; 
fet AT n'est autre chose que Tabséisse du point T, ou celle qui répond dans 
Téquation de la tangente à l'ordonnée nulle ; mais en faisant dans (12) y ssoj 

ôii trouve X ou AT = — ; retranchant « et réduisant on obtient : 

r* — «> «» ^ 

Cette ligne est donc ime troisième proportionnelle à « et à /) , ou une qua« 
trième proportionnelle à«,r + «, etr— ^«. 

Ajant la valeur de la soustangente »T, il sera facile de calculer celle de 
la ligne TG , qu'on appelle encore la tangente , en la considérant alors 
comme limitée; car 

donc Tangente = — ou • : 6 : : r : ^on^. 

Du reste ces valeurs sont relatives à l'équation au centre , et Voil 
ne doit pas perdre de vue que « et fl sont ici les coordonnées du point de 
contact. 

176. Quant à la sécante , son équation générale n'est autre chose; que celle 
de toutes les droites qui passent par le point G ; il ne reste qu'à la particular 
riser suivant les conditions auxquelles on veut l'assujettir. 

Si par exemple , le point Q étant sur la circonférence , on voulait que la 
sécante fût perpendiculaire à la tangente , toutes deux passant par ce point 
C, on aurait d'abord pour l'équation généralç de cette sécante (n^. iM^ 
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1 

y — «=* — — (* — «); 

MaÎ6 ici ^ = — ^ (formule 5), donc — -*-=: + -^ : d'où il résulte que Té- 

quation dans ce cas est . 

j^-.d = -~ (a; — «)î 

laquelle peut se réduire à ces deux formes : 

«{y = &b, y=~a? .*... (15)* 

i 

Cest réquatîon de la normale ; on appelle ainsi , dans lUie courbe quelconW 
que , la perpendiculaire ^menée sur la tangente au point de contact 

La dernière fornie de cette équation nous dit que dans le cercle la nor- 
male passe au eentre; car ici l'origine des coordonnées est le centre. Or 
nous avions déjà vu que la tangente était perpendiculaire au rayon qui 
aboutit au point de contact ( n^ 172. 2*» ). 

177. Si on eut voulu assujettir la sécante à passer par le point de con- 
tact et pai-le centre > on aurait pris pour son équation Téquation (/>) du 
tP. 136, où l'on aurait fait «^ =s o, ^8^ =5 o, comme coordonnées du centre 



^ â /} 

ou de l'origine , et Ton aurait eu y s= — x. Or si Ton désigne — par A\ 
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comme on a d'ailleurs il =: — ~ , on trouvera : 

ce qui nous dit que la droite qui passe par le point de contact et par le 

centre est perpendiculaire à la tangente (n®. loi). Et Ton voit comment 

le même théorème peut se retrouver de différentes manières* 

178. Tout comme on appelle , dans une courbe quelconque , soustangente 

la distance du pied jde l'ordonnée du point de contact au point où la tan*^ 

gente rencontre l'ajce des x , on ^pelle sousnormale la distance du pied 

de la même ordonnée au point où la normale rencontre le même axe. On 

voit, fig.'629 que dans le cercle la sousnormale est égale à « , quand on 

compte le« abscisses depuÎB le ^centre , et que la normale «st totijours égale 

à r , en la supposant terminée d'un côté au point de contact et de lautre à 

Ta^^e des x^ 

R 
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i79. Pour dire encore quelque chosç de la sécante > cherchons ta dSstaiice 
du point G^> fig- 60 y au point Af , et désignons cette distance par } (*). Le^ 
coordonnées yariables du point M étant a? et y , il est facile de Yoir qu'on 
aura: 

|» = (ar — 0* + Cy — i»)^ ... iA). 

Or cette équation doit s'aecorder avec celles de la droite et du cercle ;; 
c'est-à-dire avec ces deux-ci ; 

iBy .... y^^=za (a?~»), y» + a?* = r» :\\. (€). 

Mettant dans (^A) la râleur de y -*« prise dana (5), on trouvera • • . • ^ 
)* = (a: — «)*(!+ a*) ; de là on tirera la valeur de ic — », qu'on «ubsr 
tituera dans iS) , et Ton aura ainsi : 

et par conséquent 

(1))....»=.+;;;;^, 5,= »+^;=^ .;.(i»; 

Substituant encore les carréa de cea valeura dans <0 et réduisant^ on 
obtiendra : 

yi + a?- 

Cette équation en fournît deux différentes dti second degré ^ suivant qu'bn 
doime au radic^J le signe + ou le signe *-^ ; ^isorte qu'avec une même* 
valeur de a, seule quantité qui puisse varier ici, il semble qu'on doit avoir- 
quatre^ valeurs de ^ , ou quatre distances à la courbe. Mais nous savon» 
qu*une droite qui fait un certain angle donné avec faxe des x^ ne peut 
rencontrer le cercle en pltis de deux points , et que par conséquent il na 
peut y avoir plus de deux distances dun certain point pris sur cette droite^ 
jiisqu'à kl courbe. Pour résoudre cette difficulté , observons que les quatre 
valeurs de ^ fournies par deux équations de cette forme ;: 

O Nous allons, supposer que ^^B^tlA, soni an plus» comme dans la figure ( 
il sera facile de modifier les résultats d'après les signes que prendront ces quan» 
tités dans les différens cas particuliers ({ui pourront se présenter*. 
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Sont de deux en deux égales et de signe contraire. Il faut donc conclure 
de là et de ce qui précède , que les valeurs de i de l'une ou de l'autre de 
ces équations dans le cas actuel sont insignifiantes (n^ 63;, et quune des 
équations est inutile. 

Contentons-nous donc de Téquation (E) avec le signe + au second terme ; 
elle est du second degré parce qu'en général la drofte qui passe en G et 
qui rencontre la courbe la rencontre en deux points M y M' ; ensorte que les 
deux valeurs de * sont celles de G^et de GM\ Si on calculait ces deux valeurs 
de ï , et qu'on les substituât dans les équations {D) , on aurait deux valeurs 
de X et deux valeurs de y , qui seraient celles des coordonnées des points 
il/, M\ Ces valeurs devraient être les mêmes que celles qu'on pourrait 
trouver par les équations (1) çi (2) du n^ 171. 

Du reste, on l'emarquera qu'ici, tout comme là, la grandeur de ces quan- 
tités est dépendante de celle de a; c'est-à-dire que pour le même cercle et 
pour- le même point G, les grandeurs de >, de a? , et de y , seront plus ou 
moins considérables , smvaiit l'angle que la droite fera avec Paxe des x. 

180. Mais, voici utte observation intéressante ; le dernier tenue de Téqua- 
lion (jE) , qui est «• + «» — r*, ne contenant point a, est indépendant de 
cette quantité ; or ce dernier terme , par la théorie des équations ( Algèbre 
d'Emile n"". 408 ) , est égal au produit des deux valeurs de > ou à GM>cjGM'i 
ce pToduit sera donc le même quel que soit l'angle de la sécante avec l'axe 
des X. Ainsi pour une autre êécâiite passant en G, et dopt les points d'in- 
tersection avec le cercle seront désignés par Z et X', on aura encore 
OXxGfr=:«* + ^^r». De tout cela il résulte que : 

OM X GM' =:z OL X GL' ou que GM i GL :: GL : GM\ 

Or remarquons que malgré la figure 60, où Je point. G est intérieur, ftous 
avons fait notre calcul d'une manière générale et pour une position quel- 
conque du point G ; nous venons donc de trouver ce résultat : Si deux 5^e- 
carUes se rencontrent, (tune manière quelconque , les quatre parties com- 
prises entre le point éC intersection et la circor^érmce sont réciproquement 
proportionnelles. C'est le Théorème XXI du Liv. V de la Géométrie ; et 
il comprend le cas des deux sécantes, des deux cordes, de la tangente et 
de lasécaûte^i <1«» deux tangentes égales, de la moyenne proportionnelle aux 



' deux segmens du diamètre , etc. Nous retombons encore ici sur un ou deujç 
résultats que nous avions déjà obtenus (n°^ 169. 172 )• 

Du reste quand le point G est extérieur , «* + ô* > r* , et le dernier 
terme de l'équation {E) est en + ; ainsi les deux valeurs de > ont le même 
«ignc. Quand le point G est intérieur , »* + ô* < r* » et le dernier terme 
est en — ; ainsi les deux valeurs de > ont des signes différens. Quand le 
point G est sur la circonférence , »* + fl* = r* , et le dernier terme est nul ; 
\ tunsî ime des valeurs de J est nulle aussi puisque leur produit Test Alors 

on peut diviser Téquatîon par i et elle s'abaisse au premier degré. Enfin ri 
ïe point G était le centre même ou l'origine, on aurait « = o, û == o, et 
l'équation (£) deviendrait >* •— r^ es o j ce qui donnerait > = dk ''^ comme 
cela doit être. 

181. Encore une ou deux observations: si Téquatîon (JE) était un carré 
parfait t ou si le dernier terme était égal au carré de la moitié du coeffi- 
cient du second , les deux valeurs de > seraient égales , et par conséquent 
la sécante deviendrait tangente. Or si on suppose cela et qu'on égale le 
dernier terme au carré de la moitié du coefficient du second en mettant A 
à la place de a, on aura une équation en «, ^, r, et -4, et l'on en pourra 
tirer la valeur de A déjà trouvée au n*. 172 : on obtiendra donc les égalités 
(3) et (4) de ce numéro-là. 

Il y aurait encore un autre calcul à faire , maïs plus long , qui conduirait 
aussi aux mêmes résultats ; ce serait de calculer généralement les deux va^ 
leurs de î tirées de l'équation C^) , de les retrancher l'une de l'autre , et 
d'égaler la différence à zéro. En effet supposer que la distance entre lea 
points d'intersection est nulle , c'est supposer qu'il n'y en a plus qu'un de* 
commun entre la droite et le cercle. 

Ayant trouvé, par les moyens que nom venons d^îndiquer, la formule (4) 
du n*. 472, il est clair qu'on en pourrait conclure, comme on Ta fait là, la 
formule (9) du w^0» numéro^'^^pondant au cas où le point G est sur l'axQ 

des X. On en pourrait de même conclure la formule (5) , -4 = -^ -|- , re^ 

lative au cas où le point G est sur la circonférence. Cette valeur peut aussi 
se tirer immédiatement de l'équation {E)^ en observant que dans ce caa 
le dernier terme étant nul , ainsi qu'une des valeurs de i , comme nous Tan 
Yons dit il jr a un moment, l'autre valeur de S est égale au coefficient du 
eecond terme pris avec un signe contraire , puisque ce coefficient , en chan^ 
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«eant son signe , vaut la somme des deux. Or i étant nul dans ie cas de la 
tangente, on égale à zéro le çoéflBcient en question et l'on obtient , • . , 

182. On peut encore, en combinant les équations de deux sécantes par-» 
.ticuUères avec celle du cercle , retrouver la propriété de l'angle iascrit aph 
pujé sur le diamètre (n*. 169). 

L'équation générale de la ligne ^M^ flg. 57, qui passe par le point 4 
(— r, »e>o),est 

m 

et ceiïe de la ligne BMf assujettie à passer en -ô, ( + r, ^6)> »t 

Si ces lignes étaient perpendiculaires à l'axe des x , elles ne se rencontr^K 
raient pas , et n'auraient point de coordonnées communes* Mais si on in^ 
cline plus ou moins lune d'elles seulement , ou si l'on veut toutes les deux» 
elles auront un point commun , placé à une distance plus ou moins grande } 
et dans ce point elles auront les mêmes coordonnées ou le même x et Iq 
même y. D'ailleurs quand le rayon du cercle sera donnée les valeurs de 
ces quantités ne dépendront plus que des angles que les deux droites feront 
avec l'axe des x. Alors si on veut calculer ces valeurs , qui devront donc 
être exprimées en a et a% il faudra les tirer des deux équations précé^ 
dentés , par quelque procédé d'élimination ; on trouvera ; 

_(a' + a)r 2aa'.r 

Cela posé si Ton veut de plus que le point de rencontre des deux lignes soit 
placé sur la circonférence , il faudra que les trois lignes aient dans ce point 
jes mêmes coordonnées , ou que Téquation du cercle soit satisfaite par leç 
valeurs de ar et de y que nous venons de calculer ; mettant donc les carrée 
de ces valeurs dans Féquation y* + a?* = r* , on obtiendra aprèç le« ré» 
ductions ; 

et cette équation servira à trouver un des a , quand on aura pris Tautre 4 
volonté. On peut remarquer que le rayon a de nouveau disparu , tpujowi 
par la raison que nous avons indiquée* 
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Mai^ I satls ancun calcul , ce résultat nous dit pluaiears choaen ) ear <m 
peut y satisfaire de deux manières ; c'est-à*dire en faisant ou aa' == zére^ 
ou oa' + l ==:o. Or, !*• quand aa' = zérOj on a encore ou a = o, on 
a* = o> ou Tune et l'autre de ces quantités nulles; ce qui signifie que i'untf 
ou Tautre des deux droites , que l'on appelle dans ce cas cordes supplémen- 
taires f iou toutes les deux ensemble » peuvent être couchées sur Taxe des 
a? ; et il est bien clair en effet que les trois lignes auront alors ou un ou 
deux points communs. T. Quand aa' + i = o , les deux droites sont per* 
pendiculaires l'une à l'autre (n®. 151. Voyez aussi le 150) ; ensorte que l'angle 
inscrit appuyé sur le diamètre est droite 

183. Si l'on n'eût pas désiré de connaître la valeur des coordonnées 
communes , et qu'on eût voulu seulement trouver le rapport que les deux 
angles doivent avoir entr'eux pour que les droites se rencontrent sur la 
drèonférence y on aurait pu faire un calcul plus simple et plus prompt» 
En multipliant entr'elles les équations des deux droites » on aurait tout dû 
euite : 

et comparant ce produit avec l'équation du cercle écrite ainsi t 

y* = — l(a:* — r»), 

la seule inspection de ces formules donnerait oa^ ss — ^ i. 

Mais on n'aurait pas ainsi les valeurs de :r et de y ; ' et le résultat • : ; 
ud == o aurait disparu. Ce résultat , rigoureusement pariant , n'apprend 
rien, msûs il peut servir d'exemple aux commencans de cette grande 
vérité , que le calcul algébrique peut indiquer ^ jusque dans les plus petits 
détails 9 tous les cas particuliers renfermés dans une question générale* 
Du reste c'est l'habitude du calcul et l'attention qui peuvent faii*e recon- 
naître dans chaque cas les procédés les plus prompts pour arriver à ce que 
l'on cKerche* 

^ On voit) par cet exemple , dit Biot » que lorsqu^on doit combiner ensemble 
plusieurs équations , pour en éliminer certaines quantités y il est quelquefois 
possible d'aJ[>réger l'opération pat des procédés plus ou moins ingénieux ; 
mais en profitant de ces artifices pour rendre les calculs plus élégans et 
plus simples ^ il ne faut jamais voir dans les changemens qu'ils opèrent ^ 
Que le résultat et TelTet de l'èliminatign. £t comme les divers nrocédéa 
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que ron peut emi^oyer pour éliminer, introduisent quelquefois des fiicteur» 
étrangers à la question» ou en font disparaître , il faudra s'assurer que 
l'on a réellement trouvé le nombre de facteurs conyenable ; ce qui ser^ 

toujours indiqué par le nombre et le degré des équations entre lesquelloi 
on a dû éliminer^ '^ 
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CHAPITRE VIIL 

m 
« 

Dés positions respectives de deux eerchik 

184. IvECHEBCHONS maintenant dans quelles circonstances peuvent ètrd 
j[)tecés deux cercles l'un à Tégard de l'autre. 

Pour qu'il y ait quelque liaison entr'eux , il est évident qu'on doit lea 
rapporter aux mêmes axes ; nous mènerons donc une droite par les deux 
centres et nous la prendrons pour Taxe des x ; puis , pour simplifier la dis- 
cussion des formules, nous supposerons toujours le plus grand des deux 
cercles , s'ils ne sont pas égaux , placé à la gauche de l'autre , son rayon 
sera r et son centre sera lorigine des abscisses, que nous prendrons ea 
+ en allant vers la droite. Alors la distance des centres, désignée par d^ 
marchera dans le même sens et ne sera jamais eii — . L*équation de ce cercle 

sera; 

y^ 4- a:* =s r^. 

Le second cercle , égal à l'autre ou plus petit que lui , et dont nous dé-^ 
signerons le rayon par / » aura pour équation , comme il est facile de le 
voir , iîg. 63 et 64 : 

ÎD'ailleûrs , ou ces cercles ne se rencontreront pas , ou ils se rencontreront^ 
et dans ce dernier cas ils auront pour le même x le même y dans chacun 
de leurs points communs ; cherchant donc , par l'élimination , les valeurs de 
ces coordomiées communes ( n^^ 142. 143 ) , nous otTtiendrons pour x : 

4 

# 4- r* — r'» 

X rsïï I II II I ■ t 

2d ^ 

et , suivant k fnanière dont nous aurons fait le calcul , nous trotUvçrons pomf 
y ou Tune ou l'autre de ces formules : 
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îf = ± ^ V ^'^* — («^ + '^ -^ '^")' ••• (^>. 



^^ Àr^r"- — (r« + r*» -« d*)» ... (C). 

Du reste dès qu*on en aura trouvé une on pourra en conclure les âutre^i 
si l'on remarque Tanalogîe qu'elles ont avec celles du n^. 22, C'est même 
plus qu'une analogie , c'est une identité ; car quand deux cercles se cou« 
pent ^ comme dans la figure 64 , on peut former un triangle ^MC avec 
dX^f r', dont la base est d et la hauteur y; et dans le n^. 22 nous avions 
aussi un triangle formé par les trois côtés a , & , d^ fig. 5 , dont la base 
était a et la hauteur x. Les valeurs de a; de ce numéro-là sont donc celles 
de y de celui-ci. 
Examinons maintenant les résultats de ces formules. 

185. Si les cercles ont le même centre, d sera nul, et chacune des quatre 
formules donnera également r == /^ ; c'est-à-dirfe que dans ce cas les cer* 
des doivent avoir des rayons égaux pour se rencontrer, et nous avons 
supposé cette rencontre en calculant nos formules. Mais comment se ren- 
contrent-ils ? Si l'on fait £? = G et r = r' ; on trouve X:::±^ et y =r §. Ces 
valeurs indéterminées peuvent donc être prises à volonté ; du moins entre 
les limites où le cercle existe , et dans les rapports que cette courbe admet 
En d'autres termes , si l'on calcule les valeurs de tant de coordonnées cor- 
re^ondântes que Ton voudra pour un des cercles , elles conviendront toutes 
à l'autre ; et par conséquent les deux cercles dans ce cas n'en font qu'un 
(Géom. Liv. V. n^ 63 )• 

Si les cercles , ayant le même centre , n*ont pas le même rayon , le ré- 
sultat r =s r' , qui résulte de la supposition que d «= o*, prouve qu'on ne 
peut pas supposer en même tems que deux cercles ont le même centre , 
que leurs rajons sont inégaux , et qu'ils se rencontrent. En faisant donc 
les deux premières suppositions , oh rejette la troisième ; ainsi dans ce cas 
les cercles ne se rencontrent pas , et il est évident qu'ils sont caneerUrir 
ques (Géom. Liv, V. n*. 65). 

186. Si les^ cercles n'ont pas le même centre, d n'est pas nul, et quoique 
l'abscisse x soit toujours possible , comme l'indique la formule , l'ordonnée 
y ne Tçst pas toujours, Il est clair que si cette ordonnée est imaginaire les 

•S 
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r 

eerclça né se rencontreront pas ; cela aura tiea^ comme on le voit dai» 
ÇJ) , (jff) , (C)y lorsqu'on aura 

cherchons ce que cela dgiùfie. La frenatère mégalité donfte saocesÙTenaLent : 

La seconde conduit au même résultat;, et la troisième fournit cçlui-ci^ ea 
la traitant comme la première ; 

Ainsi les cercles ne se rencontrent point quand la distance des centres est 
plus grande que la soxxune des ra/ons ^ ni quand elle est plus petite €j^c leur 
différence. 

Dans le pi'emier cas j les cercles sont placés hors l'un de l'autre^ à une 
distance déterminée par la valeur de d relativement à celle des^ rayons , qui 
du reste peuvent être égaux. Dans le second cas , les cercles sont au de« 
dans Tun de Vautre, et leurs, rayons ne peuvent être égaux > car alors la 
4istançe des centres , qui est plus petite que leur différence, serait moindre 
que rien ( Géom. Liv. V. n^*. 56» 64 ). . 

187. Si y est possible, tout comme :r, les cercles se rencontreront ; cela 
arrivera certainement , comme on le voit dana Ç^) , (B) , (C) , quand on 
ftura 

soyons aussi ce que cela signifie. On tire de ces înégalitéa 

d<r+r' .... (F)y d>r — r' ... . ((?); 

ce qui prouve , en le combinant avec (E) , que les cercles se coupent , fig, 6Ày, 
quand la distance des centres est en même tems plus petite que la somme des. 
rayons et plus grande que leur différence. Je . dis qu'ils se coupent plutôt 
que de dire qu'ils se rencontrent , parce que les formules font voir qu'ils, 
n'ont qu'une abscisse commune /a? n'ayant qu'une valeut quand on fixe 
d, r, et /•% mais qu'à cette abscisse répondent deux . ordonnées égales et 
dirigées en sens contraire. Ils se coupent donc , mais ils ne peuvent jamaia 
se couper en plus de deux points , puisqu'il n'y a jamais que deux valeui^ 
de y communes ; ensorte que s'ils avoient trois points communs ils se conr^ 
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foadraîent. Du rate les rajoi» peuvent <iana ce cas être égaux ou inégawi 
(Géora. Liv. V. n*^. 53. 64. 62. 63)* 

. Les deux valeurs ' de y , égales et en sens contraire , prouvent en outrç 
<]ue la droite qtfi joint les centres , et qui est perpendiculaire à la. double^ 
t>rdonnée , partage en deux parties égales cette double ordonnée , c'est-à-* 
dire la corde qui joint les deux points d'intei^ection ( Géom. Liv. V. n*. 66 ). 
Si les deux ra/ons sont égaux , les équations des deux cercles sont. . . « 
y* =5 r* — a?* et t/* = r* — ;^ (d — *• a?)*, d'où on tire x =^^di ainsi. . . . 
AP — CP (Géom. n^ 65. bU). 

188. Si on avait dans (^), (5), (C), d'-^r^—i'^^adr , d*+/^»— r»=2d/ ^ 
r*+/^*— ^=2r/ , on tii'erait de ces égalités : 

substituant ces valeurs dans les formules, 'pour avoir celles de a? et de y, 
on trouverait pour les deux cas, toutes réductions faites^ a?=r et y = o. 
Ces valeurs simples et non doubles de :r et de y , prouvent qu'alors les cer- 
cles se touchent , sans se couper ; on voit que cela a lieu quand la distance 
des centres est égale à la somme ou à la différence des rayons ; et il est 
bien évident que dans le premier cas les cercles se touchent extérieurement , 
et dans le second intérieurement. D'ailleurs le point de contact est sur Taxe 
des Xy ou sur la ligne qui joint les centres, puisque y:=o (Géométrie 
n^. 67.58). 

Si dans le second cas les rayons étaient égaux , leur différence serait nulle , 
et la distance des centres aussi ; alors les cercles se confondraient entière- 
ment (n\ 185) (Géom. n^ 61). 

189. Pour que tout ceci soit aussi clair que possible, faisons encore une 
observation sur quelques-unes des formules précédentes. 

En extrayant les racines pour trouver (£) ', ÇG) , ( /) , nous n'avons pas 
mis le double signe, parce que si les rayons sont égaux / — r=r — r' , 
et si les rayons sont inégaux , r étant plus grand que /*' ( n^ 18-4 ) , on aurait 
r' — r négatif; or d, qui est décidément en + (n^ 184) , ne doit pas être 
comparé avec des quantités en — , si ce n'est en faisant abstraction du 
signe ; mais alors le résultat serait encore le même. 

Ces formules étant ainsi décidées, et devant servir de règle pour 
les autres, nous allons légitimer successivement celles-là. £t d abord 
nous n'avons pas écrit pour (F) d < r Hh r', parce que la seconde valeur 

S 2 
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aurait été la mêxDe que (£) , et que cette - ci décidant la Don -^ interBee- 
tion se trouvait rejetée pour Tintersection. 

Nous n'avons pas non plus écrit pour (D> d> r±zr^j parce que Fiater- 
seçtion étant décidée possible par (G) , dans certains cas où d ^ r --^ f^^ 
elle ne pouvait pas être toujours impossible avec cette valeur. D'ailleurs 
cette intersection étant supposée impossible avec d > r — r' , et Tétant dé^ 
cidément par (£) avec d <^r-^r^^ elle n'aurait plus été possible qu avec 
<?=:r-~/; mais (/>, qui est aussi une formule arrêtée, prouve qu'alors, 
il n'y a qu'un simple contact : on n'aurait donc jamais eu , dans cette sup-^ 
position , d'intersection proprement dite , ce qui est en contradiction avec 
les fonnulcs (jF) et (G) déjà sanctionnées. 

Enfin , nous n'ayons pas écrit pour (ZT) <? =? r 4: r^ , parce que la secoo^ 
valeur n'atUrait été qu'une réjpétitioA de (7). 



r 
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CHAPITRE IX. 



Problèmes relatifs au cercle.. 

. 190. EL TANT donnés un cercle et urte droite qui rencontre ou non &t 
icircon/ërence , mener une tangente parallèle à cette droite^ ou tfouveip 
les coordonnées du point de tangence^ 

. On peut supposer d'abord que la droite se meut parallèleineuît à elle*^ 
même, et vient se placer au centre , alors son équation sera t^ = yiv; eiir 
$orte que A est donné. L'équation de la tangente demandée , qui doit fiore 
avec Taxe des x le même angle que la droite donnée > sera donc la fQJr« 
mule (13) du n*. 174, savoir; 



y = Ax — r \/i + A\ 
£n la combinant avec f équation du cercle , 



on en tirera^ par Télimination ^ 

Ar 



x\ 



X 






ee sont les coordonnées du point de contact Vbjcona quelques ea» partie 
culiers. 

1 ^ Si la droite donnée est parallèle à f axe des x , on aura A = Tsiro ^ 
œ qui donnera x :ss zéro et y =: ± r ; c'est-à-dire qu'on aura deux tan* ' 
gentes qui auront leurs points de contact placés sur l'axe des y. 

2^. Si la droite donnée est parallèle à Taxe des y, ou perpen<ficuTaîre à 
Taxe des x , on aura ^ = § ; ee qui doimera ar = ^t r et ^ = o ; c est-à» 
£re que les deux tangentes auront leurs points de contact placés sur l'axo 
des x^ 

3^. Si la droite donnée âut avec chacun des axes un angle de 50^ ^ on 

r r 

aura a =: 1 ; ce qui donnera a? = ± — ^ et y = ± -^ ; Je» coordon^ 

fiées seront donc égales^ connue cela doit être. Alors si la. droite est dana 
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le premier angle des axe» ou dans le troisième , ce qui revient au même , 
on i>rendra , pour^-avoir le» points de contact des deux tangentes , + » 
avec 4" y et — - a; avec — y; et si la droite est dans le second angle ou 
dans le quatrième , on prendra + x arec — y et — a? avec + y (*). 

En général, il y aura toujours deux tangentes parallèles à la droite, à 
moins que celle-ci ne soit elle-même tangente et ne tienne la place d'une 
des deux ; et dans tous les cas le problème sera possible» 

191. Pour résoudre ce problème, on aurait pu aussi raisonner de ceCte 
n^iiîère. En désignant par x' et ^ les coordonnées du point de contact, la 
formule (12) du n^ 174, aiurait donné pour Téquation de la tangente. . . 
l/y +'X'x == r** Mais on peut supposer qu'en général cette tangente coupe 
l'axe 'des x dans un point ( « , zéro ) ; ainsi ces valeurs doivent satisfaire à 
réquàtîon précédente, et Ton a de cette manière af» =S3 r*. D'un autre côté 
le • cerde donnant y'* =c /^ « a/» • il est facile dé tirer de ces deux équa* 
tions : ^^^^ 

Prenant encore dans la formule (9) du n**. 173 la valeur de « exprimée en 

A , et substituant cette valeur dans les dernières formules , on obtient ^ | 

comme au numéro précédent : 



""\/i+^»^ ^ '~i/i + ^*" 

i92^> Par un point donné extérieur au cercle mener à ce cercle les dm» 
tangentes que Von peut y mener (n*. 173.) 

Ou pourrait prendre la formule (10) n*. 174, dans laquelle on suppose* 
roit que *, /«> désignent les coordonnées du point extérieur donné, et x^ 
y , celles du point de contact ; on la combinerait avec Téquation du cercle > 
pour en tirer les valeurs de x et de y. Ou bien j pour simplifier, on pren* 
drait la formule (11) avec l'équation du cercle > en supposant qu'on eût fait 



mam'^arm'm^mm^mmmmmmmmmm 



(*) Dans le cas actuel les coordonnées du point de contact sont égales ; mais 

en général on a pour la longueur de la tangente ^ (n*. 175) ; donc ici la tan- 

gcnte égale r \ ce qui s'accorde avec le principe que la tangente de 50* est égale 
ail ra^ouii 
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tourner les axes pour faire passer celui des x par le point donné. Mais 
voici ce qu'on a trouvé de plus simple et surtout de plus élégant , quoique 
très-général. 

Soit A , fig, 65 , le centre du cercle donné , et G le point extérieur (« , ^) , 
désignons par «', ^, les coordonnées du point de contact inconnu, nous 
aurons , par la formule (12) , B^y +• «'x = r* pour Téquation de la tangente. 
Mais comme elle doit passer par G , on pourra mettre « , /s , à la place M 
^ > y > ce qui donnera : 

fiB^ + a»'=zr^ (0; 

4'uQ autre côté le cercle donne : 

er^ + a"^ :=r* .... (2); 

et voilà les deux équations qui doivent être combinées pour la solution diui 
problème. Retranchons la première de la seconde pour avoir : 

■s, 

complétions les deux carrés : 

écrivons seulement : 

(ô*— é^)* + («'-|-)' = (i^)* + (50* .... (-4>. 

Comparons actuellement cette équation avec la première formule (5) éx 
n°. 167, et nous verrons qu'en supposant »' et fl' variables, et les représen- 
tant par 0? et y , cette équation est celle d'un cercl e dont les coor données 
du centre sont | «, J *, et dont le rajon est \/(i<*y+ (i^)^; c'est-à- 
dire l'hypoténuse d'un triangle rectangle qui a pour côtés de l'angle droit 
ces mêmes lignes dont nous venons de parler. Nous reconnaîtrons de plua 
que les coordonnées «' , i^ , sont communes à ce nouveau cercle , au pré-» 
cèdent , et à la tangente. 

Divisant donc « ou A» en deux parties égales , pour avoir | « , qui est 
Vàbscisse du centre du nouveau cercle , élevant sur ce milieu de « une per- 
pendiculaire égale à I /3 , pour avoir l'ordonnée du centre et le centre même 
C, et joignant ^CG^ cette droite, dont C est pré cisément le n ulieu » sera 
le diamètre du cercle en question, et jéC = \/(5 « )* + ( | ^ )* en sera Iq 

rayon. Ainsi ea décrivant la circonférence de AC^ elle passera en .^^ en G, 
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et coupera le premier cercle en deux points , qui seront les points d$ coi^ 
tact cherchés ( Géom. Append. ProbL XXII^)» 
193. Si dans l'équation (4) écrite ainsi : 

on fait xs=«, on tiouve y =:i> ou zéro; ce qui prouve que le cercle ne 
passe pas seulement en G , dont l'ordonnée est ^ , mais encore en « , puisque 
l'ordonnée pour ce point est nulle. 

On trouve les mêmes valeurs pour t/ en faisant x = zéro ; ce qui prouve 
que le cercle ne passe pas seulement en A dont l'ordonnée est nulle , mais 
qu'il coupe encore l'axe des y en j? , à mie distance de X égale à 4 ; en*- 
sorte qu'en^menant la ligne GE parallèle à l'axe des x , elle va déterminer 
le point E où doit passer le cercle. De plus A^t GE est un rectangle ins« 
eirit , dont les deux diagonales se confient au centre. 

Du reste si l'on veut chercher la valeur des coordonnées des points de 
contact y au lieu d'eipplojer la formule (10) du n^. 174, comme il est dit 
au commencement du n^. précédent , on pourra combiner pour cela les 
équations (1) et (2). On pourrait aussi, dans ce but, combiner (1) et C^) 
ou (2) et (3); on obtiendrait toujours les mêmes résultats, en supposant 
les mêmes données. 

Naus ne nous arrêterons pas à rechercher , par ces valeurs des coor- 
données du point de contact , dans quel cas le problème serait impossible ; 
nous avons déjà vu au n^. 173, qu'il est toujours possible quand le point 
donné est extérieur , comme nous le supposons ici. 

194. Deux cercles étant donnés par leur grandeur et leur position res^ 
pective , mener une tangente à ces deux cercles* 

Je supposerai le plus grand cercle à gauche , s'ils ne sont pas égaux , et 
le plus petit à droite ; les rayons r et r' du premier et du second sont don- 
nés, ainsi que la distance des centres J. Prenons l'indéfinie qui passe jyir 
les centres pour Taxe des abscisses , et plaçons l'origine au centre du pre- 
mier cercle. La tangente sera déterminée si nous exprimons au moyen de 
r , r', et d, les coordonnées «', gl^ du point de contact sur le premier cexi- 
de, et la grande m' de l'abscisse «^ qui répond au point où la tangente 
rencontre l'axe des x. 

L'équation de la tangente est ffy + »'fr = /^ ; mais comme elle rencontre 

en 






tiEiAtxrs xtf esBtLts. 141; 

<eii généitdl i'Me ded â? dans un point (7 ( « , a^>y? ) fig> 6S , efi «ubâtltaant cet 
valeurs k k place de a: et de ^, on aura : 

, -'f = r%. et par eoiMiéquent »' 

Pour savoir te que vaut «VU faut ,dQûc savoir ee que vaut ». Or oa Voit 
par la figure que 

«cherchons donc encore ce que vaut ÇG. Les triangles semblables AGM 
<!GM' , donnent : 



mj ' • ' 



.donc « ss <î 4- — ; d*0ù Tott tire t 

. r 






« = i— «-^ — - ; ensorte que «^ = •— (r Hh r ). 



ITun autre côté le premier cercle donne «'*- -f- /s*» = r* ; substituant daaa^ 
cette équation la valeur de «' , qu'on vient de trouver, et traitant Sf Qisaàùià 
llnconaue > on obtiendra : ^ 



I • I II 



Enfin *i l'on veut joindre à ces formules la valeur de A tirée de i'équatioii 
<9), n". 173, on aura: 

.^ r±r ' ■' 

■195. Examinons surtout la valeur de /j', nous y verrons bien des choses: 

1®. Si d < #• — / , il .^era., à plus forte raison < r + ^î dans ce cas Tor* 
donnée est imaginaire , et par conséquent il n'y a point de tangente pos* 
Vible. C'est qualors les cercles sont au dedans l'un de l'autre et ne se tou* 
chent point (n^ 186). 

2®. Si l'on a simplement d < r + #^, ilpeut âri^iver que d =:. r — r' ; 
alors fl' :;;= zéro tX ^ ^ r. Un*/ a donc , dans, ce c^, qu'une tangente pos- 
sible-, parce que les cercles se touchent intérieurement' (ri*. J 88 ). 

3^ Mais si avec rï < r'+ r' on avait d y r — /, la quantité sous lé 
radical serait en 4-i mais simple , et le double signe avant le radical îhdiqueràîÉ 
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m 

4eux tangentes; c'est qu'filarai les cercles se eoupent ( n^ 187), etisorte qne 
les tangentes se placent , Tune p^ dessus les cercles , l'autre par dessous » 
fig. 66. 
4% Si £? = r + r* (nous avons déjà yu <? = r ~ i^) , on a , ou . • ^ ". ; 

«* = r et 4* = o, ce qui fkit une tangente , ou «'' ;;=: — -- — ; — et. .... : 

2r -^ 
fi'z='±^ — j — j- ^n' , ce qui fait encore deux tangentes. Il y a donc , dans 

te cas , trois tangentes possibles , paixre que les cercles se touchent exté- 
rieurement (n^ 188), et qu'il y a une tangente entre deujç, une au^dessuA 
des cercles , et une troisièine au-dessous , âg. 67. 

6®. Si rf > r + r' , à plus forte liaison surpassera-t-îj r -— / , la quantité 
sous le radical pourra donc avoir deux, valeturs en +, et, à cause du doublo 
signe avant le radical , il y aura quatre tangentes possibles. Alors les cercles 
sont séparés (îi®. 186)^ et on peut leur mener deux tangentes intenné- 
diaires , une troisième par dessus les cercles , et une quatrième par des* 
sous , ^g. 68^ -, • 

^96* Voyons encore quelques cas particulier^ : 

Nous venons de dire que si J = r — r% on avait af^zsir et ^ =: o > ond 
aussi » = r et a = § , parce que Tangle de la tangente est droit. 
. Dans le cas 3*. , fig. 66 , si r^ == r, on trouve. «^ = o , a' =: ±: r , » =5> 
çt a = a, ce qur prouve que les points de contact sont sur Taxe des y, 
et que les ' tangentes sont parallèles à Taxe des x , comme cela devait en 
effet résulter de la supposition* 

On trouvera les mêmes résultats, dans les cas â\ et 6*., fig. 67 et 68 ^ 
pour les tangentes supérieures et inférieures , en faisant aussi /^ c r« Mai» 

pour les tangentes intermédiaires du dernier cas ovk aura . « . ««.,.«... 

dr ^ 

« =5 — =r I <i ou AG^c=i CG, comme cela dok être. Quant aux vakiucs; 
2r 

de «' , fi' , et -4 , elles varient avec celle de d. 

pans les cas â*, 4^, et 6^, en faisant /^=: | r, on a^ relativement aux 
tangentes supérieures et inférieures, « := 2<Z ou AGz^z 2AC\ ce que d.on^ 
nent aussi les triangles semblables AGM ^ CGM\ 

Pans tous les cas, si rôn fait ^===5 on a «'=20, it^z-^r^ «==5, et • . . 
il = o, comme on devait le prévoir, parce que les cercles étant infininient 
éloignés les tangentes ont leurs points de contact sur Taxe des y , et sont 
parallèles à Taxe des x. * ^ 
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D I G ïl È S S I N 
Sur h sens du signe moins dans- ^elques formules. 

197- Je crois avôii^ donné , au n*. 35 de l'Algèbre d'Emile , une règle 
suffisante pour l'iuterprétation du signe moins dans tous les cas. J'ai ajouté 
à cela, au n*. 63 de cette Application de l'Algèbre à la Géométrie , ^ue 
lorsqu'on arrive > après un calcul , à un résultat de cette forme : 

Oi* trouve de deux choses Tune, ou la valeur en — peut être prise en sens 
contraire de celle en +, sur une même ligne droite quelle, où elle est 
insigniôante. Or voici une question qui rentre dans celle du n^. 179 , et qui 
poiu:rait donner quelques doutes à cet égard. 

Cherchons la longueur de AM fîg. 67 , le point A étant fixe à l'extré- 
mité du diamètre , et le point M pouvant varier sur la Courbe. Si oA nomme 
cette longueur >, on am-a évidemment : 

l* = (r + «)* + y*j ou >*=:r* + âra; + a?* + y*; 

substituant la valeur de «?* + y* tirée de l'équation du cercle , ou r* , il 
viendra : 



11*1 *\ 



J*=2r*4'2rarj et > = 4: \/2r (r + :r) (1). 

Alors, dira*t-on? si l'une de ces valeurs est AM^^ l'autre sera AM^ ^ quan^ 
tité qui n'est point prise en sens contraire de AM^ et qui pourtant n'est pas 
insignifiante. 

Pour répondre à cette objection , il suffira de généraliser le problème. 
Supposons que le cercle de la fig. 58 soit rapporté à des axes obliques , et 
que cependant l'origine soit toujours au centre , puis cherchons la longueur 
de AM ou de i. Nous aurons, en faisant R^i (n^'. 100. 137): 

ja =3 (r+oùy + y^+2(^r+âc) y. cosy^ 
où . 

*^ 5= r* +2/"a: + a?*+y* + 2ry. cas y + 2xy. cos y ; 

T 2 
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$td>8tîtuant h valeur de a:* + y* + 2xy. cos y , tirée de réqocition dsx ceix^Icb 
«ux coordpnii^ obliques [(3) n®. 167], «avoir r*> on obtiendra: 

î* s= 2/-* + 2rx + 2/y . coj y ^ 
d*où il résultera : 



mmim 



>= i: •v/2/'^+ 2ra? + 2ry. cos y . . • . (2)* 

Or si Tune de ces valeurs représente AM j l'autre ce peut pat représenter 
>1^% pajrce que ces deu:!C lignes ne sont pai» égales ; donc la valeur en 
est insignifiante. 
Si on voulait AM' , il faudrait prendre y en moins , et Ton aurait : 



> = + \/2r^ + 2rx --^ 2ry. cas y . . . . (3) ; 

formule dans laquelle la seconde valeur serait encore insignifiante* 

Sur qupi il faut bien, remarquer que le^ longueurs de A M et de JlM^ sonti 
données par les deux valeurs de > en + dans les deu^ formule!» Ci) et (3)^ 
que l'on pourrait du> reste réunir dp cette manière :. 

î= + v^2r ir + x)±: 2ry. cos y . . . . (4). 

Donc les. longueurs de -4^ et d^ AM' de la fig. 67 doivent aussi résulter 
de (4),. et cela sans mettre le signe — ^ au devant du radical, et en faisant 
seulement cos y.=:o, à cause des coordonnées rectangulaires. On trouve 
ainsi ^ pour représenter Fune et lautre de ces longueurs y, 

d'où Ton doit conclure qu'elles sont égales^ et que la valeur en ■—• de (1> 

est insignifiante. 

' Confirmons encore ce résultat par un ou deux cas particuliers:: 

1^ Si a?=:r, fig. 58^, comme on a alors y = 0, la formule (2) donne 
S = + 2r , et la valeur en — ne pouvant pas représenter une autre ligne 
que la valeur en -+- , savoir le diamètre AjB , est sans doute insignifiante.. 

* 2*. Supposons que Fangle y soit les | d'un droit , on aura 

cas y = cos I = ^i/i I = J, puisque jff = K Alors si on fait a? = o et jr = r ,. 
ce qui s'accorde évidemment , la formule (2) donnera * = rh ^i/3. ta pre*^ 
mière valeur est bien celle de AM ( n^ 8),. parce que dans nos supposi- 
tions actuelles le point M est sur Taxe des y , et Tare AM vaut 1 1 ou f , 
c'est*4i*dire qu'il est Iç tiers de la circonférence ; mais la seconde valem: 



SUR LB SIONI MOIN^ 140^ 

»*e«t pas celle de -^3/'. Celle-ci se trouverait pap (3) , qui donnerait . . . 
* = 2h ^» ^ ^^ ^ point M' est aussi sur Taxe des y , 1 arc ^jl/' vaut | 
ou I y c'est-à-dire qu'il est la sixième partie de la circonférence , et par con- 
séquent sa corde AM*^^ est le côté de l'hexagone régulier ijOiscrit ; mais l^i 
seconde valeur de > est encore insignifiante, 

198. £nfin pour ramener la question du n^ 179 au^ cas particuTier de la 
question actuelle , dans lequel les coordonnées sont rectangulaires , fîg. ô7 ^ 
il «ufl5i-ait de faire dans la formule (£) du numéro cité ^«=;-^r et ^.^Qf, 
çix trouveraiit ain^i ^ pour calculer AM , 

2r 

a 

équation daxt» laquelle le radical ne peut pas être pris arec deux signes 
diiférens, parce qu'une droite faisant avec l'axe des x un angle à volonté 
*e rencontre jamais le cercle en plus de deux points ; c'est ce que noua 
avons déjà observé au n*. 179. 

Cela posé cette équation prouve d abord qu'une des valeurs de > est nulle> 
et en effet le point de départ est ici placé sur la courbe même ; elle donne 
ensuite pour l'autre valeur de i ^ 

l = ' ' • - ^ z 

ce qui ne fait qu'une distance proprement dite^ d'après^ ks obserTfttk^nft 
|)récédentes sur le signe unique du radical 
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CHAPITRE X. 

Dès sections coniques eh génè'rcd; dé/initions diverses , équattons , rap^ 

ports de ces courbes entr' elles » 

4 

199. JNIous allons maintenant parler de trois courbes donnues fort an- 
ciennement des Géomètres , la Parabole^ Y Ellipse et \ Hyperbole, Ce 
qu'Archimède nous a laissé sur cette matière prouve qu'on s'en était occupé 
avant lui, et Apollonius, qui vint ensuite , composa, il y a déjà deux mille 
ans , un bon ouvrage élémentaire sm- ces courbes. On a eu depuis lors cent 
.de Grégoire de St. Vincent, de la Hire^ de Guisnée, de THôpital, dé 
La Chapelle , etc. ; et enfin Descartes , Newton , Euler , et Cramer ont donné 
des traités très-étendus sur toutes les courbes en général. 

Il faut observer à cet égard, que les premiers auteurs que nous venônt 
de citer , jusqu'à Guisnée , n'ont point fait usage de TAlgèbre dans leurfe 
démonstrations ; les uns ne pouvant se servir d'un instrument qu'ils ne con- 
naissaient pas encore , les autres n'osant peut-être pas s'écarter de la mé-^ 
thode des anciens. 

Ces courbes ont reçu , dès leur origine , le nom de Sections coniques ^ 
parce qu'elles résultent de l'intersection du plan avec la surface du cône 
droit ou oblique^ Mais on peut encore les décrire par différens procédés , 
ou les tirer de Téquatiori générale à deux indéterminées du second degré. 
Les anciens , qui les ont observées les premiers , ont ignoi'é leurs usages 
dans la physique et dans les arts ; la Parabole est la courbe que décrivent 
en tombant les corps qu'on lance parallèlement ou obliquement à l'horison ; 
elle sert donc dans le jet des bombes ; elle sert aussi dans l'excavation des 
mines , dans les porte-voix , dans le calcul du cours des comètes. L'Ellipse 
est la courbe que décrivent les planètes autour du soleil, et les satellites 
autour de leurs planètes principales ; elle est utile dans l'optique , dans la 
construction des porte-voix et des cornets acoustiques , dans le calcul des 
voûtes. L'Hyperbole se rencontre de même dans quelques-uns des phéno- 
mènes de la nature , et elle trouve aussi quelquefois son application dans 
l'optique. Les trois courbes s'emploient enfin pquf la résolution de certains 
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problèmes de géométrie transcendante , et pour la construction des équa^ 
tions du troisième et quatrième degré. 

Quant à leur nature , elles ont entr 'elles et avec le cercle de très-granda 
rapports ; c*est ce qu'on aperçoit bientôt lorsqu'on les tire des sections du 
cône, ou de l'équation générale à deux indéterminées du second degré. 
Mais en suivant ce dernier procédé , elles ne paraissent être au premier 
moment que des êtres fantastiques , dont les contours ne se dessinent pas à 
nos yeux , et que nous ne connaissons que sur parole. Leur description par 
le mouvement continu dun style, nous met bien plus vite en contact. avec 
elles, et nous les montre d ailleurs comme ànud et sai^s acces&oire$ étr^n^ 
gers : nous assistons alors à leur formation, et nous voyons naître avec ellea 
les points et les lignes auxquels on doit les rapporter. Ç'eat à pçu près ainsi 
que nous les offre la nature , quand nous suivons de Toeil le mouvement 
d'un projectile, ou celui d'un corps qui circule autour dun point. Enrevan-. 
che , nous n'apercevons pas tout de suite > de cette manière , les rapports^ 
qu'elles ont entr 'elles , nous ne voyons pas assez que ce sont des individus 
unis entr'eux par les noeuds les plus étroits et ne composant, pour ainsi 
dire, qu'une seule et même famille. Essayons donc de suivi'e une marchei 
qui participe aux avaiîlagesjde ces diverses méthodes., 

200. Soient XX', iT', fig. 6.9 , 70, 71 , deux axes indéfinîa et reetangu^ 
laires ; par un point T\ pris sur l'axe des x , à une certaine distance de 
l'origine ^, menons Tindéfinie T'LG' faisant avec cet axç, ou un anglcf 
de 50° , fig. 69 , ou un angle plus petit , fig. 70 , ou un angle plus gr8|,nd % 
fig. 71 , naais en général moindre qu'un droit; faisons AF^==zALy puis ayant 
élevé sur Taxe des x, jusqu'à la rencontie de la ligne T' LG\ tant dordon-- 
ijées FG , jPiV, PyV, etc. que nous voudrons , supposons que Tindéfinie FAX'' 
tourne sur le poiiît F y comme sur une espèce de centre, et vienne rencon-» 
trer successivement les différentes ordonnée^ ; qu'en niême tems le point A 
parcourre rindéfinie mobile, et passe avec elle par les points Af , (?% J/, etç.j^ 
les deux mouvemens se réglant d'ailleurs l'un l'autre de manière que 1q 
point A , toujours placé sur la ligne tournante , se maintienne à une dis^ 
tance de F telle que l'on ait chaque FM égale à l'ordonnée correspondant^ 
/^iV, nous aurons une courbe doqt nous allons recUeJCCher Téqua^tio»^ 

Qn a dan^ les trois figures : 
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désignant APrsxAL par /, chaque ordonnée NP de la droite T^ LG' par 
z 9 et chaque ordonnée MP de la courbe par y , OA <>btîeadra : 

Mais l'équation de la droite T' LG' étant z=zhx+l^ si on substitue 
dans la précédente égalité cette valeur de ^^ on aura^ toutes réductiont 
faites : 

t*e8t réquatîon générale de la courbe > pour tous les cas. 

1^ Si l'angle m que la droite T' LG' fait arec Paxe des x est de 50^> 
flg. 69 9 son sinus est égal à son cosinus ^ et l'on a A := 7^7^ ^= 1 ; alort 
i'équatioxi se réduit à 

y^^i^ÀIx ..... a>- 

< 

C'est à cause de l'égalité du sinus avec le cosinus, ou de AL avec JT^, 
ou du carré de l'ordonnée avec le rectangle de l'abscisse par la constante 
générale 2/ ( i + A ) > c'est dis-je à raison de cette égalité , ou si l'on veut 
de cette similitude , que la combe a reçu , dans ce cas , le nom de Parabole^ 
2\ Si l'angle m < 60*, fig, 70, le sinus est moindi^ que le cosinus, en*» 
sorte qu'on a /i <^1 et /i* < 1 , alors le coefficient de a;* reste négatif» et 
l'équation conserve sa forme : 

^»«2/(l+A)a? — (1— .A*)a:^ ... (2). 

C'est parce que le sinus est ici pluà petit que le cosinus , ou que AIL est 
plus petite que AIT' , ou enfin parce que le carré de l'ordonnée est moindre 
que le rectangle de 1 abscisse par la constante 2/ ( 1 + ^ ) , et cela de toute 
la quantité (1 — h^) cc^^ c'est dis-je à raison de ce retranchement qu*on ft 
dpnné à la courbe actuelle le nom d'Ellipse. 

^S^ Si l'angle m > 50^, fig. 71, le siniis surpasse le cosinus, et Ton a 
^ > 1 et A* > 1 ; alors le coefficient de x^ devient positif, et l'équation 

(£0 peut s'écrire ainsi : , ' 

« 

/«2/(4 + A)a? + (/i»~l)a^ •.,. (â).. 

On a donc sin tn> cosrriy AL > JT' et le carré de rordonnée surpasse 
le rectangle de l'abscisse qar la constante 2/(1 + *) de toute la quantité 
ih? — 1 ) a?*. Or <:'eat à cause de cette, augmentatioii que cette dernière 
courbe prend le nom àTHyperbole. 

201. 
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, 204- L'anglô AT'Létmit de Si"" Ams la parabole, fig; 6^, m a toujours 
FM= NP = T'Py et par conUqaént' FM > FP ; cnsorte que la courba 
ne rencontre Taxe de» a: îqëW point -Hf'<i'oà elle pact. Mais' si on répète 
«à^^dessoat de cet wxc' la constnicttoti que Ton a faite au-dessus, oir 
revra qae la parabole est composée de deux branches égales qui s'écar^' 
tent nidéâBiraent Time de? ToUtre. Quant aux deux autres courbes, chacune 
d'elles passe deux fois sur Taxe des x, comme on peut le voir par lëa 
figures 70 et 7t; car si Ton mène par /Tindéflnîe /7 , feîsïint ' avec Vaxe 
des» ^r tm angle de 50* , elle rencontrera rindéfînîe T^LG' au-dessus de cet 
SLxe dans l'ellipse et au-dessous dans ITijperbole ; et IB étant l'ordonnée an 
point d'intersection , on aura IB == FB : ensorte que la courbe se retrou-' 
vera en B sur l'axe des x. Mais dans l'ellipse FI s'éloignant ensuite de 
l'axe plus que F*£Xy , les ordonnées NP à cette dernière ligne seront dès 
lors plus courtes que les FP correspondantes , et îï n'y aura plus de codrbe 
au delà de By tout comme il ny en a point en deçà de ^. Tandis que dans 
Thyperbole le contraire aura lieu, et la courbe, manquant de A en By se 
retrouvera au delà de B. En suivant d'un peu plus près ces détails , et en 
répétant d'un côté de Taxe des x la construction faite de l'a^tre^on verra 

4 

que l'ellipse est une courbe rentrante feimée et limitée, et que Thyperbole 
est composée de quatre branches égales , s'écartant de deux en deux indé* 
finiment l'onQ de l'autre « et formant en qvelque sorte deux courbes oppo* 
sées par leur convexité. T6ut cela résulte plus simplement encore des équa-* 
tiions de ces courbes, comme il est facile de le voir en faisant dans (f), 
<2) , (3> , y su:; o I pouT savoir, où la courbe rencontre l'axe des x , eii don* 
nant ensuite à x dîffiérantes valeurs en plus et en - moins , pour obtenir la 
Valeur réelle ou imagihaire des ordonnées correspondantes i eten observant 
que » par la foime des équations , on obtiendra, en ^néral , pour chaque 
abscisse , deux ordonnées égales et de signe contraire* Mais il était bon de 
«mvre de Toeil la formation de ces coarbes, d'après le procédé que nous 
avons adopté pour les décrire. 

,: Essayons maintenant de sinqplifief les équations (1>, (2), <^3); ce sera 
ftciliter la recherche des propriétés- de nos courbes. 
20ÏL Si nous comparons le deml-coédScient de w de Téquation générale 

(£/)) savoir l(i +iE), «vec leseqond membre <ie Téquation » * 

ssaiiar H^i^, qui tst celle de la droite Tiff ^ nous vttrons que ces deux 
quantités dcviemient égales quaqd on fait dans Jâ dernière xrss^l; mais éta 

Y 
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«ItifMie ou vue l^^rbolç dana laquelle la qu^MstUé c est hifiïiittent gnutcfe» 

204. Mai8 il y a encore une constanite bien remarquable daas l'ellipse ; c'est 

la double ordonnée Diy qui passe par le point Ç ^ fig. 70 ^ ^signon^ln par 

2c' y et cherchons sa valeur dans (9) > eix y faisant x ^c y noua trouTerons.:. 

y ou c' = \/lcpy^ 2& ^ y/2çp . . • (10) ; 

. \ 

ce qui prouve que 2c' est moyenne proportionnelle entre 2c et p. 

Maintenant si par le point C dans, l'hyperbole, fig. 71, inoûs menons une 
perpendiculaire DD' ^ moyenne proportionnelle entre 2c et ;> , et pairtagée 
en C ei( deux parties égales ^ cette perp^ndiciiilaire ^ ^sjgnée aussi, par 2c' ^ 
^u^a dw^ l'hyperbole le i^éme rôle que DD\ fig. 70,. joue dai» lellipse.. 
Sur quoi Ton observera que si l'on calculait,, au ïuoyen 4^ (9)» la valeur 
de Tordonnée au point C pour l'hyperbole , en faisant da ns cette formule 
a? = — c, et prenant lé signe d^e n ba s , on aurait y = y^-r- 1 cp; ensorte 
que c'y que nous faisons égal à \/l cp^ n'est autre chose que l'ordonnée au. 
fM>iat € prise comme réelle , ou rendue réelle 4'imagînf^re qu'elle était. 

206. Voilà donc le point C qui se trouve à égales distancea d'abord, dea. 
points 4 et -fi et ensuite des pointa D et 2)", qm appartiennent tous quatre 
a la courbe dans l'ellipse, et dont deux seulement appartiennent à la courbe^ 
dans rhyperbole ; examinonë m^ùntenant a quelle distance il se trouve en* 
général de tel ou tel point pris sur l'une ou l'autre de cps çofxrbes. Désiç^ 
gnons cette distance par ^^ novs aurons évidemment : 

équh^n qw' doit s'î5tcc<>rcfer a«ree ceMe et la courbe^ 

fl 9iVec cdle de la droite qui passe par le poÎQt ^> <dr^^o^)^ ^ ^ % 
|>ar çoQfféquent cette forme : 

• fmaxk tecafaral pyéelaéneQt comme ai» a". i1^\^ nom tjMfm^tn^ Wnot 
<qpiti0i>, da im^nA ^f^ en >., de iaqueUe tiQW ûstxttOfi.t 
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Cette formule prouve que la valeur de > sera toujours possibte dans Tellipse, 
mais qu'elle ne le sera dans l'hyperbole que quand on aura 2ca * < p. Si 
l'on supposait pour cette combe 2ca* = ^, on aurait ^ = 55 cest-â-dire 
qu'alors la droite passant par le point C ne rencontrerait la courbe qu*à 
Wie distance infiniment grande^ ou cç qui revient au mè^n^^nela rencon- 
trerait pas. du tout ; non plus que sous un angle plus grand et qui donnen 
xait 2ca^ > p. Mais en général on voit que l a deux valeui-s égales et cfe 
signe contraire , ce qui prouve que lorsqu'une droite qui passe par le poiol 
C rencontre la courbe (ellipse ou hyperbole) elle la rencontra, de p9X% 
et d'autre^ en deux points également éloignés du point C 

De là vient que ee point , placé toujours à égales distances des ^piikt^ 
apposés <fe la courbe; de deux en deux» a été nominté le centra; et qu^ 
Von appelle diamètre toute droite qui passe par ce point (*). 

Sur quoi il &ut observer que si un diamètre aboutit a la courbe» conunfc 
cela a toujours lieu pour l'ellipse , nous regarderons sa partie iqterceptée^ 
comm.e sa longueur ^ et que sî ^m dii^mèlre n'aboutit pa^ à la courbe» comme 
cela peut arriver d^ns l'hj^perbole ^ noua chercherons à déterminier sa lon- 
gueur eu, rendant son expression réelle d'imaginaire qu'elle était ^ comme nous; 
^vons fait pour la ligne DD' (xf. 204) Le centre étant infiaimieiit éloigné: 
dans la parabole » tout diamètre de cette courbe qui aboitfit à la partie Sm^ ^ 
parallèle à l'axe des of : et réciproquement ^ on peut considérer toute droite 
partant de la courbe et parallèle à l'axe tles oc comme étant un diamè4îre. 

^06. Qu^nt aux lignes AM ^ />/>% qui sont aussi des diaaaètrea, eUes; 
ont une propriété particulière \ c'est que si l'on, fait tourner les figiures suf • 
ces lignes y comme sur des axes y la portion qui est dun côté die la lign^ 
vient s'appliquer exactement sur celle qui est de l'autre c6té. Cela résulte, 
1*. de ce que l'angle des coordonnées est droit , 2*. de ce qu'à chaque aba^. 
cîsse il répond deux ordonnées égales et de signe contraire ( n"*. 20 1 ) ^ 
3*. de ce que les ordonnées placées à égales distances du centre sont égales^ ^ 
comme nous allons le démontrer. Supposons CK=^ CHy fig. 73, lAy oik 
aura HB=zAK=:x; BimiAH=±:{Zc^ffB) =Hh: (2c ^^c). Mettx^ns^ 
donc cette abscisse AH ou zt(Zc^x) à la place de AK ou de x danft 



(*) Ce n'est pas là la définition la plus général^ de ce mot , Ior3<pi'mi, Taç^. 
pllq[ue à des courbes quelconques \ mais elle convient du moins à toutes les scçr- 
tipns coniques , aussi bien qu'au cercle , et cela suffil pour notre but ajCtiiet. 
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<9), et cette équation se retrouvera la même après les rédfuctîohs ; ainsi là 
valeur de l'ordonnée sera la même. 

Il est facile de voir , au simple coup-d'œil , que si les figures tournaient 
«ur toute autre droite passant par le centre que les droites AS et DIX y une 
des parties ne s'appliquerait pas exactement sur l'autre. C'est à cause de la 
propriété particulière de ces diamètres AB, DW ^ qu'on leur a donné le 
nom d'axesj en prenant ce mot dans un sens un peu différent de celui que 
nous lui avons donné jusquà présent (♦). La ligne AB z:tz2Cy dansTellipse 
et l'hyperbole, c'est-àndire celui des deux axes qui passe par le foyer, s'ap- 
pelle le premier axe^ et la ligne DD' = 2c' s'appelle le second cLxe, De 
plus les extrémités du premier axe, c'est-à-dire les points -4 et jff où il 
irencontre la courbe , se nomment fc^ sommets. Quant à la parabole , fig. 69^, 
elle n'a qu'un axe indéfini AX et un seul sommet A. Mais dans le cercle tous 
les diamètres «ont des axes» et tous les points de la circonférence sont des 

«ommets. 

Du reste Téquatioft <B) ûût voir qtie dans l'ellipse , où A* < 1 , le premier 
axe est plus grand que le paramètre , et par conséquent plus grand que Ib 
«econd axe , qui est une moyenne proportionnelle entre ces delix lignes ; 
c'est pourquoi lee deux axes sont souvent appelés dans cette couii>e le grand 
•axe et le petU axe^ 

La même formule prouve que dans l'hyperbole', où A^ > 1, le premier 
axe peut être égal au paramètre ^ ou plus grand , ou plus petit que lui ; 
d'où il résulte qu'il peut être égal au second axe , ou plus ^t^and , ou plus 
petit que lui. On reconnaîtra tout cela plus fîtcilement en écrivant aimi la 
formule (8) , pour le cas de l'hyperbole : - - 

p. cos^m 

2c = - ^-^ — - — '■ — -* 

; ^in^ m — cos^ m . . ' 

« t 

et en faisant successivement sin'^ m = 2 cos^ m , sïn^ m == 3 cos"^ m , et . . . 
sin* m = 3 cos'^ m ; ou d'autres suppositions analogues à celles-là. • 
207. Si Ton fait dans l'équatid'n C9) Xzzsl et y :=^lpy on pbtient : 



irika*! 



<*) Il paraît qu'on a d'abord vu les. axes comme nous . les voyons .^ans ce 
moment, et qu'on ' a ensuite généralisé l'idée, en appliquant ffe même mol aux 

axes obliques -çt à ceux 4ui ae partagent pas les ordonnées en deux, parties 



pi? 2/* 

Ip'rzîpZq:^, d'oiX > = 4/T— .... (H); . 

c*cst la yaleur cki paramètre en c et /. Et comme le dernier terme s'an^ 
nulle en sHpposant ç === §, il en résulte que dans la parabole le paramètre* 
vaut quatre fois la distance du sommet au foyer ^ qu'il est plus petit idans; 
Tellipse, et plus grand dans l'hyperbole. 

D'ailleurs, puisqu'on a pour la parabole y^ =^poc\ o\i x : y \: y : p^. 
et puisqu'on a pour Tellipse et l'hjperbole Cn^ 160) 2jt? : 2ç' :: 2c'.: p.^ 
on peut dire que dans la première courbe , le paramètre est une troisième 
proportionnelle à une abscisse quelconque et à l'ordonnée coxTespondante ; 
et que dans les deux autres , le paramètre est une troisième proportionnelle 
au premier aiç et au second. Mais le caractère général de cette ligne c'est 
d'être égale à la double ordonnée qui passe par le foyer , ou à 2/(1+ A); 
quantité qui se réduit tout d'un coup à Àl quand on fait ^ = 1 , comme il, 
le faut pour la parabole (n°;*200)v ' , ''. 

208. Si on substitue dans (10) k valeur dfe p que nous venons' de trbûf 
ver Çii), on. aura pour la grandeur du second: axe en c et /:. 



3c' = 2 >v/2/c qp /* (12).. 

Cela posé il sera facile de trouver la valeur de FD, fig. 70, et de -rfZ>,, 
fig- 71. 

On a FD^ = c'* + (<^ — /)*> et si l 'on met ici la valeur de c'* , tirée de: 
réquatjoa précédente ^ on obtient FD^ =?; 2/c — /* + c* -^ 2/c + P^^ c* ^ 
d'où il résulte FD=:c. ' , ; 

. On a, dans l'hyperbole, AD =£'* + c*, et si Ton substitue ici la valeur- 
de c'* , tirée de (12) , on trouve 4^* = c* + 2/c +i* ; d'où il résulte . . .. 
^j9 = c + /=CjF. 

Oa a donc , pour les deux courbes ,. . . 

Enfin si on voulait trouver la valeur de FB =3 2c h-^ /, on tirerait dô 
C 12) c'* =:/( 2c ^^ /) ; ce qui donnerait l : cf lie' : ZC^ 1; ensorte que 
JFB est troisième proportionnelle à / et c': 

Ces résultats pourront nous être utiles. 

209. Observons maintenant que nouç avons eu dftns^ l'ellipse et l*hypers 



i6» st«trt>W8 (io)liQtr«â: 

.bole.cinq ôoildtântes, /t, /, c, (/, etp, qui prises de deux ett deux peu- 
vent fournir des équations de ces courbes (n*. 202); on dn pourrait donc 
trouver dix différentes pour chacune d'elles avec ces constantes-là. Nous 
avons examiné celles en A et / (2) et (3), celles m http (fl) et (6), et 
celles en c et p (9) ; voyons encore celles en c et (^^ qui sont sii&pka ^ 
élégantes , et fort usitées* 

On peut tirer de (10) ;> = ( voyez aussi n^ 207) ; «ubstituaxit c«tte 

c 

valeur daas (9), on â : ^ 

y*=il. (2carT»*} .-. (13); 

c'est l'équation au sommet et aux axes. 

Si l'on veut avoir l'équation au centre et aux axes , ott transporter Von^ 
gine au centre., il faut mettre dans (13) x-i-c à la place de x pour Tel-^ 
lipse , et a: — c à la place de x pour Thyperbole ^ comme il est facile de le 
voir, vpaf^ les fijg^es. Ou aura ainsi » pour la première courbe : 



et pour la seconde : 



y*= — (c* — a?*) .•.. (i4); 



y*= — (a^^c^) .... (IS). 
c* 



Sur quoi il faut o bg^rve r que Téquation (14) devient Téquation (15) en y dMLA^ 
géant c' en c' \/ — 1. 

. «210. Toutes nos équatioiis «u sonimet prouvent que pour chaque valeiflr qu'on 
voudra. donner k Xj on aura deux valeurs de y^ réelles ou non, mais égales 
et de signe contraire f n^ 20 1 ) , sauf dans les points où la coUrbe rencon* 
trera l'axe des a; et où y sera nul. Il en résulte , comme nouis l'avons déjà 
dit ( n*. 206 ) , que cet axe partage les trois courbes , chacune en deux par- 
ties égales , qui peuvent se supetposeï iquand on plie la figure suivant cette 
ligne. 

On voit de même pat (iÀ) et (li) > qui sont ies équations au centre de 
l'ellipse et de l'hyperbole , que si i'o» donne succeseivement à x deux va- 
leurs quelconques égales et de signe contraire , il en résultera les mêmes 
valeurs pour y , parce que ces équations n0 eontiennent que la seconde 

puissance 
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{)U]ssattce àe x; ce qtti «ignifie que la portion de la éoiirbe qui est d*un 
côté du centre est semblable et égale à la portion qui est de Tautre côté ; 
ainsi cea portions /comme nous Tarons aussi vu (n\ 206), se superpose-* 
ront exactement quand on pliera la figure suivant le petit axe. L'un des 
sommets ira donc se placer sur Tautre sommet , et le foyer F marquera sur 
Taxe un autre foyer F' , depuis lequel on pomrait supposer que la courbe 
a été décrite , en plaçant convenablement la ligne T'LG ' ; et l'on aura • • » 
BF — AF. 

Quant à la parabole , elle n'a point de centre ; elle n*a qu'un axe , qu'un 
«ommet , et qu'un foyer ( n***. 206. 206 ). Dans les deux autres courbes , la. 
distance du centre à l'un des foyers , s'appelle V excentricité. 

211. Si on voulait supposer que la ligne T'LG' , fig. 71 , tournât sur le point 
£ en se rapprochant de Taxe des Xy h diminuant , sans que / changeât , 
la courbe deviendrait d'hyperbole parabole , et de parabole ellipse. Ce mou- 
vement continuant ensuite , dans le même sens , on voit par (7) que 2c 
diminuerait, ou que le point 5, fig. 70, irait en se rapprochant de F y et 
par conséquent 7 aussi. Enfin quand T'LG' se trouverait parallèle à J'axe 
des x\ on aurait h = zéro^ 2c = 2/ [formule (7)] , et Téquation (2) de- 
viendrait ; 

y* =z 2lx — a?* ou y* = 2cx — a?* ; 

équation d'un cercle qui a l'origine au sommet et dont le rayon est / <m c 
(n^ 166). 

Si T'LG' effectuait le même mouvement en tournant sur un autre de ses 
points, au lieu détourner %\xt L^ l irait en augmentant ou en diminuant, 
pendant que h diminuerait , et par conséquent , ou F s'éloignerait de A , 
ou il s'en rapprocherait , et la ligne FI se mouvrait parallèlement à elle- . 
même, en suivant le point JP: quant à ^, ce point pourrait, suivant les 
cas , ou rester à sa place , ou se rapprocher de ^ , ou s'en éloigner ; mais 
lorsque TLG ' se trouverait parallèle à l'axe des x , la courbe serait encore 
un cerde , qui aurait pour rayon la grandeur acquise par AF. 

Si la ligne TLG' tournait sur lé point T en se rapprochant de Taxe des 
a?, les quantités A, /, et 2c iraient en diminuant, de même que p, ensorte 
que les points jP et ^ se rapprocheraient de -^ , le point l se rapprocherait 
de B et de /*, et le point G' aussi ; enfin quand la Ugne T'LG' serait cou- 
chée sur l'axe des x^ toutes les quantités > A, /, 2c, p seraient nulles^, et 
la formule (2) donnerait y*=t;~ ;r*, et ysay^-^o;», équation qui ne 
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pourrait être satisfaite qu'en faisant en même tenu â?ssfoe(^â^o;h( 
courbe ne serait donc plus qu'un point* 

On pourrait aussi voir cela de cette manière : faisant d'abord h=^Oy Uéqua% 
tion (2) deviendrait celle d'un cercle ayant / pour rayon ; mais ici / est encore 
nul , donc ce cercle dont le rayon est nul n'est autre chose qu'un point 

Si dans les trois figures la ligne T*LG^* vient passer en i4 , on a uéL = o > 
et par conséquent AF:=zAL^==^ziro; ainsi la ligne//" passe aussi en A. 

Alors 1*. si m < 50^ , la portion de IF qui est au-dessus de l'axe passe 
aussi au-dessus de T'I/j\ le point / et le point By fig*. 70, se réunissent 
•en -4, avec les points r', Z, et JF, et toute l'étendue de la courbe , toujours 
comprise entre ses deux sommets ^ et i? , se trouve resserrée en un seul points 
En effet chaque NP étant plus petite que chaque distance correspoiidante 
7'jP, ne peut plus , étant portée de i^ en il/, ou de 7" en 3/, rejoindre JVP, 
Ce résultat est aussi confirmé par l'équation (2) , qui devient , en faisant ^ == o, 
y* = — ( 1 — ' A*) j:* ; et qui ne peut être satisfaite qu'en supposant o;^ o 
et y — o y ce qui indique un point 

2*. Si m = 60<*, la ligne 7F se confond avec T'LG\ fig. 69, chaque iVl^ 
étant alors égale à chaque TP ou FP coiTespondante ^ tous les points de 
la prétendue courbe viennent se placer sur Taxe des x. En effet l'équation 
(1) , en faisant ? = o, devient y* = o , d'oiik y ?=o, ce qui n'est autre chose 
que*réquatian de l'a^e des x^ C'est donc à cette, droite que se réduit la 
courbe dans ce oas« 

3*. Enfin si m > 6(P la partie de JF qui est au-dessus de Taxe des ^ 
passe au-dessous de T'LQ\ le point / et le point ^, fig. 71 > se réunissent 
en A y avec les points T^y L^ et F; mais la courbe n'étant jamais , sous cet 
angle , comprise entre les points A et B^ ne se trouve pas , coipame dans le 
premier cas , resserrée en un seul point. Pour savoir ce qu'elle devient , iai^ 
sons dan s (3) l^ o, et nous- aurons y^ = (h!^ -^ 1) ^^j d'où ..,,..., 
jf = ± \//i^ — i *x ; équation de deux droites qm passent par l'origine, t\ 
dont les tangentes trigonométriques (n^ 121)^ étant égales et de signe 
contraire , sont prises en dessus et en dessous de l'axe des x. Chacune tfellef 
vaut) à part le signe, \/A^— 1. Les hyperboles se réduisent donc ici à 
deux droites , et leurs quatre branches deviennent les c6tés de deux angles 
opposés au sommet Voyons une application particulière de cela. 

Si on voulait que la première de ces droites se confondit avec /7, il ùiX^ 

drût que sa tangente trigonométrlque fil^t < , afin que Tangle ^u*eUe fait 
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avec Taxe des a? fût de ôO'^ ; on aui*àit donc y^A* — 1 =1 et /i* — • 1 = 1 , 
d'où Ton tirerait h ou isjs. = ^^2 ; ensorte que cos m: sinm:: i : \/2. U 
faudrait donc, après avoir pris T* P k volonté pour 1, construire un carré 
sur cette ligne, et faire la ligne PN^ correspondante kT'P, égale à la dia* 
gonale de ce carré ou à v^2; menant alors T' N, et construisant comme 
au n^. 200 , tous les points de la prétendue courbe se placeraient sur FL 
L'équation (^U) peut donc représenter un point , une droite , deux droites ^ 
un cercle , une ellipse , un e parab ole , et une hyperbole. Si Ton y fait h etj 
nuls , el le devient y sa y / — a?* ; si l'on y fait / nul et /i. < 1 , elle donne 
y = y^*~ (1 — h^)x^; d'où l'on tire également a? = o et y = o ; c'est 
le cas du point Si l'on y fait / nul et A =z 1 , on trouve y = o ; et si l'on 
y fait / nul et A > 1 , on trouve y = db v A* — i . x; ce sont les équa* 
lions dune droite et de deux droites. Si l'on suppose simplement /i nul, oa 
obtient y* = 2/a? -^ x^ ; c'est l'équation du cercle. Si l'on a A < 1 , le der* 
nier terme reste en -^*» et c'est l'équation de l'ellipse. Si A as 1 , il vient 
y^ = Ux ; ce qui représente la parabole. Enfin si on prend ii > i , le der* 
nier terme devient •+• et l'on a Thyperbole» 

Ces résultats peuvent aussi se tirer plus ou moins facilement à^ autres 
équations, excepté celui des deux droites. . Prenons , par exemple, l'équa* 
tion (9). Si l'on yïdàtp nul , on a y = o ; si l'on suppose p =: 2c, et qu'on 
donne au second terme le signe — , on trouve y* = 2^3?-^ oc^ ; et si dans 
ee résultat on fait de plus c nul, on obtient y = y^— a:*. L'équation telle 
qu'elle est, avec le signe —au second terme, est celle de l'ellipse, et avec 
le signe + celle de l'hyperbole. Enfin en supposant 2c = g , on a y-c=;>a7, 
équation de la parabole. Mais si on' voulait , pour avoir les deux droites , 
faire dans l'équation avec le signe + , ;> = o et 2{? = o , on n'obtiendrait 
lautre chose que o = o , ce qui n'apprendrait rien. Du reste on voit par 
tout ceci que les trois courbes n'en font pour ainsi dire qu'une , sans parler 
du cercle , de la ligne droite , et du point , que nous avons vus être aussi 
représentés par les équations. ^ 

Remarquons enfin que l'équation (13) avec le signe d'en haut, et Téqua-^ 
lion (1-4), deviennent les équations au sommet et au centre du cercle, lors» 
qu'on y suppose </ = c» C'est-à-dire que le cercle est une ellipse dont les 
axes sont égaux. 

L'équation (13) avec le signe d'en bas, et Inéquation (15), lorsqu'on y 
fait c' =S5 c, donnent y* ac 2cx + cx^^ et y* =: :ir* — c*; équations au som- 

X i 
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çiet et au centre d'une kjperbole dont les. axes 2c' et 2e sont égeux (n^. 206) , 
et qu'on appelle , à cause de cela» hyperbole équUatère. On voit pa^r ces 
équations , comparées, à celles du cercle y* =^ 2çx -»^ a?* et ^* = ç^-^ ;i7* , 
l'analogie qu*il y a entre ces d^eux courbes. 

212^ Au reste^ il est évident que les équations générâtes ^que nous arons 
eues pour les. sections conique», ne sont pas les plus générales que Fon pût 
obtenir, puisque nous avons toujours supposé les axes rectangulaires,, et 
l'origine placée ou au sommet ou au centre. Ensorte que ces équations ne 
XK)us ont point pUw redonner l'équation générale du cercle trouvée au 
B?. 166., et qiÂ a'aurait été. qu'un cas particulier de L'équatioa générale des 
sections coniques. , si nous avions commencé par cette équation. 

Mais nous ayon^ traité^ d'abord de la^ ligne circulaire , parce que nous en 
connsdssioBS déjà les propriétés, et que nous voulions, voir comment elles 
étaient représentées par les. formules de. iMgèbre (n^. 166); cet exercicQ 
devant d'ailleurs noua donner plus die facilité pour d'aûtres: recherchée. 

En abordant ensuite les sections, coniques^ nou^ avons donné au, n^. 199^ 
les raisons que nou^ avions pour lea décrire comme nous l'ayons fait. 

Enfin», quoique nous eussions pu conclure de ce procédé même l'équation 
la plut générale de ces courbes , nous avons préféré, commencer par une 
équation moins composée et qui convînt cependant à toutes/, d'autant plus que 
lorsqu'on discute les équations des courbes , pour reconnaître les. propriétés 
de ces lignes > on tend toujours, à le^ tédwre aux foroiea les. plw «inf^le$ 
possibles. 
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.CHAPITRE XI. 

■ 

JfvoprUtés des foyers , de la directrice , âes rayons vecteurs , et des, 

çrdonnées. 

2 13, L/*ÉQUATiON z=:hx + l (lï^. 2p0 ) , OU, ce qui revient au même^ 
fM =:?iix: + Ij prouve que , d^na les tXQis sections coniques , la distance 
du foyer F à chaque point de la coui:be est une fonction rationnelle de 
l'abscisse correspondante : c'est-à-dire que hçt l étant supposés rationnels ^ 
fi X l'est , FM le sera, auçsi. Qn rie le ypil; dans cette équation, que pour un 
des foyers; mais ce que Ton peut aiBrnxer de l'un de ces points, on peut 
nussi l'affirmer de Tautre ; comme cel^ est évident par le n®.,210* 

Recherchons si quçlqu'a,utrç point aurait; cette propriété. Repr^sentQna 
par i la distance d'un point quelconque (x\ y'), pris dans le plan de 1^ 
courbe , à un point de la courbe même , il çst clajr qu'on aura . • . . .. . . 

J*=(y^yO* + (*— ^')%ou 

J*= y* — . 2yy' Hi" ^* + 0?* -^ 2xx'' + a/\ 

Mais on voit par (t/) que i ne peut être rationnel en x que dans le cas. où. 
\c terme — 2yy' y qui contient la première puissance de y , serait nul; fai^. 
wm dope en effet; •— 2yy^' = ©> et j/.'= p ; il yieut ainsi :. 

^ = 2/ (1 + A) :r -r^ ( 1 -r-. /i*) 0?* + x^'^2xx''^ x'^^ 
J* = h^x^ ^2[l(i + h)^ x'] X 4- x\ 

Or te second membre de cette équation ne peut étrç un carré quç dans li^ 
cas où Ton a /( 1 + A) — ^ x' == /ex' ^ et par conséquent ............ 

Z( 1 + ft)/= a;' (1 + A), ou a;' ==^/. Et puîçque les co ordonnées du point;: 
cherché sont / et zéro , ce point n'est autre chose que le fojer F.^ 

Q semblerait d abord qu'on ne trouve jam^i? ^usi ^'un seul point qui 
ait la propriété indiquée ; mais ce que Ton dit d'un des fo jers , on peut 1^ 
dire de Tantre ; et d'ailleurs on peut tirer de (12) ,^ pour l'ellipse et pour Ïhf-L 
^)erbole : 
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* • 

Ce qui donne , dans chacune de ces courbes , deux yaleurs pour x' =: /; parôe 
qu'alors la quantité / est considérée comme la distance du sommet à Tun des 
foyers quelconque. 

De plus, dans l'ellipse, c* — c'* = CF* , (n^ 208), et dans ITijrpeibote, 
u» -j- c'^ =sCf (n^. 208); ainsi Ton a, pour la première et pour la seconde 
de ces courbes : 

l=c^^CF, lâ^c±CF. 

Ênsorté que tes deux foyers ont en effet la propriété indiquée ; mais cettô 
propriété n'appartient à aucun autre points 

' Du reste , si dans Tellipse et l'hyperbole on Voulait compter les abscisses 
depuis le centre , la condlusion ne changerait pas , puisqu'il suffirait de mettre 
dans les formules a; + ^ à la place de x , s'il s'agissait de l'ellipse , et x — c 
s'il s'agissait de l'hypeAole (n^ 209). 

214. Puisque dans la parabole /t== 1 , on à, par le n^. 213 ,.«••... 
fM= x + l = JP + AT' = TP. Donc si par le point T , où la droite 
T^LG' rencontre Taxe des x, on mène l'indéfinie ZZ^ parallèle à l'axe des 
y , puis Af 2 parallèle à l'axe des x » on aura IM = TP = AfÇ. D'où il 
résulte que chaque point de la courbe est à une même distance du foyet 
et de V indéfinie ZZ\ qu'on nomme la Directrice. 

Cette propriété peut être exprimée d'une manière plus générale , et qui 
convienne à toutes les sections coniques. Menons par le point T', pour 
chacune des courbes , la Directrice ZZ % et la ligne M(l qui lui soit per- 
pendiculaire ; comme on a toujours FM^NP^ et MQ^T'P ^ on aura 

aussi • 

FM VIP _ AL _ sînm 

MQ^Tp'^ AT'^sin n^^ 

C'est-à-dire que les distances de chaque point de la cOurhe au premiet 
foyer et à la directrice sont dans un rapport constant et égal à h. 

Et comme dans la parabole ft = 1 , on a FM = MQ ; tandis que dans TeU 
lipse FM < MQy et que dans l'hyperbole FM> MQ^ 

Dans le cercle, la U^ue T'J^^G' étant parallèle à Taxe des x (n?. ^U)^ 
la directrice est infipiweot éloignée ; et l'on a : 

FMiMQ.ii:^, d'où ^ = o; 



CFîïT CFoc 
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comme cela doit être , car dans ce cas m = o , ^in m = o et A = o. 

216, Puisque dans Tellipse ft = 1 ((7) rf. 203), et que , , 

/ = c + CF (n*, 213), on a, pw le même numéro : " 

CFx ^ CFx . ^^ 

c ç 

d'où Ton tire , par addition : 

F'M+FM^2c. 

Puisque dans Phyperbole A = 1 + - ((7) n^ 203), et que ,,.,...% 

c 

l ;sp -^ c ±: CF (n', 213 ), on a, par le même numéro ; 

CFx . _..v ^.-. /CFj? 

f nsortç que la grandeur 4e F'J^^ q^^ est indépendante de son sîjgne gé^* 

Bérftl "^ , est — — + <? + Cf ; retranchant celle de FM^ on a ; 

Or comme on appelle rayons vecteurs les distances d'un point de Tune 
de ces courbes aux deux foyers, on voit que le premier axe est égal à 

la somme des rayons v^teurs 4ans V ellipse , et 4 hur différence dans 

fhyperbole. 

L'une ou Tautre de ces propositions peut s'appliquer à la parabole , parce 
qu'un de ses foyers étstnt inâniment éloigné , ( n*^. 203 ) , un de. ses rayons 
Tecteurs est infiniment grand ; ensorte qu'en y ajoutant ou en en retran^ 
chant l'autre rayon vecteur fini , on a une somme ou \me différence qui est 
toujours infiniment grande et comparable à Taxe, ^ 

Ên^n le cercle étant une ellipse dont les foyers sont réunis au centre 
(n^ 2IO9 il <^^t clair que la somme de deux rayom yecteurs, dans çettQ 
courbe , est égale à Taxe ou au diamètre. Cette propriété revient à la pro^i 
priété principale 4u Cercle d'avoir tous se9^ points à we même distance d\l 
centre. 

Si Vorigine était au centre de Tellipse et de Fhyperbole , il faudrait écrira 
dans les équations précédentes a? ± c à la place de x (n*^*. 209- 2130» ^1 

Ton ftvrait , à part le signe générât de F^M ( qui est en— dan» rhjrpçybok ) » 



/ 
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CFx „,,^ «. CFx 

FM=-^±c, F'M^cT ; 

c c 

le signe d'en haut étant pour Tellipse et celui d*en bas pour l'hyperbole 
ce qui conduirait aux mêmes résultats. 
216. Puisqu'on a généralement : 

j,*=pa:T^, y'^^px'T^. etc.; 

bu , ce qtu revient au même : 

2cy^=i2cpx^pa^f 2c f/^ =: 2c pxf ^ pa/* ^ etc.; 



on a aussi : ^ 

y^ i i2c'=f x) X :: p : 2c j y'* : (2c T a?'> x' ::p : 2c, etc. , 

y» : y'* : : (2c T «) a: : (2c 4^ «') ^% etc. 

Traduisons cela pour TeUipse et l'h/perbole , et nous dirons que U carré 
de cJiaque ordonnée au premier cuce est au rectangle des segmens cor^ 
re^pondatis (n*. 113), comme le paramètre est au premier axe; et que 
les carrés des ordonnées au premier axe sont entr'eux comme les rec* 
tangles des segmens correspondans. 

Dans la parabole , ces proj)ortions deviennent : 

y^:lx::p:^, y'^ :lx' ::p :^, etCr> 

y:y*::5^-è^S etc.; 
ou , ce qui revient au même , 

y :x::p: l , y*:x'::p:i^ etc., 

y^ :y* :: X : x' f etc. 

Cela résulte pW simplement encore de Téquatiôn y* t=ipx. 

On peut donc dire que dans la parabole le carré de chaque ordonnée 
à Taxe est à t abscisse correspondante , comme le par omettre est à funitéi 
et que les carrés des ordonnées sont entr'eux comme les abscisses corres^ 
pondantes* 

Dans le cercle le paranlètre, ou la double ordonnée qui passe paille 
foyer , est égal au diamètre ou à Taxe ; ainsi le carré de chaque ordonnée 
est au rectangle des segmens correspondans comme Taxe est à Taxet c'^if- 

à-dire 
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À-cErc'^qrie le carré dt l'ordonnée «t ^gat "au lectangle des scgitiens cor- 
respondans, ou que la peï'pendiCûlaîre ababsëe sur le diamètre est moyenne 
proportionnelle entre les deux segraert». On peut aussi dire que les carrés 
des ordenirées sont entr'eux eomifte les rectangles des segmens correspon*^ 
<dans. 

517^ On a encore dans ÏVliipse et l'hyperbole : 

y = -f <2cx + a?*). y* =s -— (2cJt' Hh x'^)p etc. 

Donc : 

y : ('2(ïTx)a?t:c'* :c*, y^ (2c ^x*) x' :: <?'* : c*, etc. 

y i/* ::(2cH:^a:)x : (2cHhx')x\ etc. 

"C'est-à-dire qiiè le carre de chaque ordonnée au premier axe est au 
Rectangle dès segmens corrtspùndam , comme le carré de la moitié du 
second ojce est au carré de la moitié du premier ; et la seconde analogie 
ûu numéro précédent. 

Les équations au centre donneraient les ttiètnês résultats , parce que . . 

^* —X* i±Cc? + 4:) iC — x)^ et que x^ — c* == (a: + c) (x — c). 

218. Si on voulait prendre, dans ces deux courbes, le second axe pour 
ôelttî des x et le premier pour celui des y , il suffirait de changer dans les 
équations au centre a: en j^ et ^ en x , et Ton aurait pour réllîpse : 

c** c* 

a:*=î:~(c^— y), d'où l'on tirerait y = — (c'^—^»}. 

On aurait pour Th/perbole t 

« 

a* = _ (y — c* ) , d'où l'on tirerait y^=-^ix^ + c'* ) J 
équatioft que Ton pourrait encore écrire ainsi x 



f = -z [ (X + c') ix -^ c') +2c'^]. 



c'* 



Et si on voulait ensuite transporter l'origine à lextrémité du second axe > 
oïl mettrait x -^ c' à la place de x dans ces équations ; ce qui dojfinerait^ 
pour l'ellipse et pour Thyperboie : 









# • 
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Ensorte que l*. le carré de chaque ordonnée au second axe de TelBpse 
est au rectangle des segmens correspondans , comme le carré de la moitié 
du premier axe est au carré de la moitié du second ; et les carrés des 
ordonnées au second axe sont entr'eux comme les rectangles des seg^ 
mens correspondons, 

2^ Le carré de chaque ordonnée. €(u second àxé de r hyperbole est au 
rectangle des segmens correspondans augmenté de deux/bis le carré de 
la moitié du second axe y comme le carré de la moitié du premier axe 
est au carré de la moitié du second ; et les carrés des ordonnées au 
second axe sont entr*eux comme les rectangles des segmens correspond 
dans augmentés chacun de deux/bis le carré de la moitié du second 
axe. 

On voit que ces propriétés sont le^ mêmes pour les deux axes de Vellïpne y 
mais qu elles ne sont psis les mêmes pour les deux axes de Thyperbole 
(n^ 217). 

219* Les équations au second axe, que nous Tenons de trouver, outre 
celles au premier axe , que nous connaissions déjà , nous permettront une 
comparaison assez remarquable entre l'ellipse et le cercle, de même qu'enti'e 
l'hyperbole ordinaire et l'hjperbole équilatère. 

1^ L'équation de l'ellipse au centre et aux axes, en prenant le grand 
axe pour celui des x , est ; 



c'* 



y" = — ( c* ^ a:* ) ; 



et celle d'un cercle décrit sur ce grand axe pour diamètre , en appelant 
l'ordonnée Y y est 



r* = C^--a: 



Les ordonnées de ces deux courbes répondant aux mêmes abscisses, mn 
ront donc entr'elles ce rapport : 



c'* .. & 



c* c 

et chaque ordonnée de l'ellipse sera par conséquent plus petite que l'or- 
donnée correspondante du cercle , dans le rapport du petit axe au grand, 
£n faisant la comparaison de la même ellipse avec im cercle décrit sur 
«on petit axe; pour diamètre , et cela au moyen de l'équation, du numéro 
précédent, on trouvera y \Y::c\ç^ ; c'çst-à*dire que chaque ordonnée 
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ftu petit axe de l'ellipse sera plus grande que rordonnée correspondante du 
cercle, dans lé rapport du grand axe au petit. 

L'ellipse sera donc intérieure au premier cercle et extérieure au second. 
D'où il résulte que le premier axe de cette courbe est le plus grand de ses 
diamètres , et que le second axe en est le plus petit 

2^. En comparant de même une hypeitole ordinaire . avec . deux hyper- 
boles équilatères , l'une ayant ses axe» égaw* au premier axe de Ihyperbole 
ordinaire , et l'autre au second , on trouverait aussi , pour l'un et l'autre de 



ceft cas: 



y\Y.\c'\c^ y:T::c:e\ 



Mais ici c' n'est pas décidément plu» petit que e; il peut aussi être plus 
grand ( n^ 206 ;. 



. JU 



y 2 



t m > 



CHAPITRE 5^11. 



. frcpriétés:des:S^(mtis.> des tangentes y des normales ^ et des cordes. 

^pl^mfiiiiaires*. 

i20. JVXatntenawt pour parler dtes sécÉUites. et de» tangentes , et pour 
généraliser Tidëe de ces lignes , nous dirons qu'une sécante est une ligne 
droite qui coupe une courbe en. dtupo çu^ plusieurs^ parties f et qvt'imè lan^ 
gente est une droite que ton peut considérer comme ayant, été sécante^ 
d^une courbe y et qui a changé de position de belle sorte que deux points 
d intersection se sont rfyius en un seul y par le mouvement supposé de 
cette droite. 

Il est clair d'ailleurs que par la nature d'une courbe , une même droite 
peut la toucher dans un ou plusieurs points ^ et la coupei: dans d'autres*. 

221. Cela posé ^ concevons quune droite passe par un point ( »y /8), prisv 
dans le plan d une section conique ^ et qu'elle rencontre la courbe > puis 
cherchons à déterminer les- ^iMïkMmées^. « ^ > ^ des. points communs. 

Pcenons d'abord^ pour la com'be^ l'équation (9) du uT. 203, et faisons,, 

jour abréger ^ ^:r- =^^> ^^^ amrons:; 



Zc 



jf*=/>a:-lrte*; 



combinant albrs^ cette é^patîon atvec celle die la cbroite ^ c'iest-à^lire av^c^ 

celle-ci :. 

y — SI a (x — «);:. 

et raisonnant comme on l^a £ait pour lie cercle wn nf. 171 ,. nous< obtimr^ 
dbcons : 

Sur quoi: FbA observera que les abscisses sont ici comptées depuis le M>mt> 
met,, tandis qu'au n^ t71^ où il s'agissait du cercle^ nous, les avons* compr. 
léès depuis le centre.. C'est qu'alojs nous cherchions à simpIiiSeï: > et quaç- 



s 
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lettement nous voulons des formules applicables aux trois courbes ; w la 
arabole n'a point de centre y ou son centre est mfimment éloigné. Gon- 
luons des équations (1) et (2> qu'une droite rencontre en général une 
action conique en deux points (vojez le n". 171); reste à rechercher 
il serait possible qu'elle ii'eùt quelquefois qu'un, seul point de commun avec 
courbe. 

222. Exwiinons d'abord ^i l'équation (2) peut être abaissée au premier 
gré , c'est-à-dire «i Ton peut avoii* cj* — < = o , ou ce qui revient ai}, 
iixie; 

^ * 2c 

©r cela n*est possible , ni pour rellipse, ni pour le cercle, parce que a,^ 
avec le signe -^ sous le radical , comme il le faut ici » serait imaginaire^ 
Ainsi la sécante de ces courbes les rencontre toujours en deux. |pom.t& 

QfiBXït à 1a parabole» comme eHe donne ^-^ == o, à cause ile 2^= £, on 

^ , dans notre h^othèse actuelle , a = v^Q = q ;. d'où il résulte que la sécaptç 
parallèle à l'axe des x ne rencontre la courbe qu'en un seul point ;. cç qui 
çst d'accord avec tout ce que noua savons de la, parabole*. 
Enfin prenaïut pour l'hyperboFe le signe + ^ous Iç radical , çomn»e cplu 

^oit être, on a a*=:;:^ =^ —i parce quep.=? — (n*. 2^): donc . .: 

& 
«==:—. Ainsi quand b droite <{Bi pa^ee p^ le. point ( « 9^ ^ > fait avec l'asQ: 

c' 

des X un angle q^i doiuje o^ =3= — 1. elle et^t sécaAtje et cependant cl)ie ne> 

c 

rencontre la. courbe qu'en vfa sçut point. 

223. Voyons encore si l'équation (3) ^ en. resttmt; dn second, dçg^ ^ n^ 
pourrait pas avoir pour x deux valem'S égales ; ce qui réunirait les deuj^ 
points d'intersection de la sétante pour en faire une tâhgentQ (^nf ,_ 33P^ 
Cela, aurait lieit si, ^rès. avcir écrié ainsi l'équatàoB 

,:?_ — ^.^t -'' ^^"^irzrr =^-;-(^^ 
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on aiv^t (»'. 173): 

• t 
Or on tii'e facilement ^<Je là : 

équation ^ul étant résolue donne : 



'^= — ^ p. + a " ' — -••••(4). 

Maïs si le point («, ^), est sur la courbe, on a, i^^pcc + t»*^ d'où il ré- 
sulte que s'il est dans rinténeUr on h. fi* <^ pec+ <*% et que s'il est, exté- 
rieiy, on a *^ >/><*+'{«*i Dans le premier cas le radical se détruit, çt 
Ton a une tangente possibliç; daiis le second, là valeur de A est Jmigtgi- 
naire , et il n'y a point de tangente possible ; enfin dans le troisième , il y 
â de\ix valeurs de Af et par cconéquent deux tangentes Cl- 

224. Cherchons donc 4. présent l'équation de la tangente ; il suflSt pour 
ravoir de mettre la valeur de A dai^s la formulé y — =: ^ (a: -^ »y\ 
Mais, pour abréger, contentpns-hous de calculer cette équation pour le 
c{Ls où le point ( « , ^ ) est sur la courbe , et où Ton a ** 5= p» 4- t»\ 

On trouve d'abord : ' 

. * A = - ..... (5).; 

ce qui donne ensuite potir Inéquation de la tangente : 

N. B. Pour calculer la seconde forme, on 21 piultiplié par /8, o^ a subs-^ 
titué la valeur de fi^^ et Ton a réduit* 



mm 

> t 






(*) Four conclure de (mU« S^oihliuèUe.dftlajiraRitèreAou ànkV^.VT^s il £Mit 
observer que dans le cercle i>=:2r, c'=^r . ^==— -^=:~1^ 

Et si de ojalteJà ou voulais rciçonter à ta formate ^4} du même numéro, il 
faudrait écrira m + ^ à lâ place de «» ^ 
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Il nq f»ut pat ,oublier que ckti^s ces équations . les abscisses ^.adnt comp- 
tées le long du premier axe , depuis le sommet. D'ailleurs elles sont géné- 
rales pour lea trois sectioiM coniques et pour le cercle.. 

22$. Vovijpns-nûus par^ex^exnpk 1 équation de la tangente à la patrabole^ 

nous îététi» daiW (6)'f «^ qi--- = o ( n°^ 221. 222 ) , et nous aurons : 

2e 






« » 



In * 
y-~»zsziL (a:^.), »yz=\p(^x + *) .... (7). 



Voulons-nous l'équation de la tangente à l'ellipse et à Thjpefboie , nous 

■ ...■<■ p 

ferons dana (6) < = 4- ~ , et nous trçuYeron$: 

JuC 

\ ■.'.■. 



Il y aurait d'autres formes encore à dorniet à Téquation de la tangente 
à l'ellipse et à Phyperbole, même en coniptant toujours les abscisses depuis 
}e sommet ; nous allons simplement noter ici les différentes vajiidun ^^ 4 
Qui conviennent à cç cas ; , , ' ^ : 

Avec le parofnètre et le premier axe ; 

■ 

La première forme est celle que nous avons déjà vue ; on en tire facile^i 
m^nt la seconde, . . 

Jlvec les deux axes : 






2c^- 
c 



2 

lL,a première forme se conclut de (9. 2*), en se souvenant cpe l> =:- 

( n"*. 207); la seconde se conclut de la première , en prenant la valeur çt§ 

m- dans Téquatlon 0^ ssfHi'^ — , faisant toujours p =; ^ — ?, substituât et 

2(? ' ç 

réduisant, 

Enfin, comme dans le cercle jo == 2e = 2r , et que *=:•-- 1 (n^ $2d ^ 
note), on tirera^ ou de (6), ou de (8) avec lesignç d'en hant, les ^a^ 
tloAs suivantes de la tangente »u cerclç \ 
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t 

226. Pour avoir léquation de la tangente à i'eHipae et à l'hyperbole , eft 
comptant les abscUse» dqpui* le centiç j on pourrait mettre dan» («) à±^ c 
et « + c à la place de «^«t de « , ^t de plus, «i pî» voulait leç deux axes, 

^ à la place de p ; on trouverait , apf è« le» réducUon» i 
c 



On pourrait aussi commencer par calculer les valeurs de A relatives à ce 
cas, et les substituer dans réquation y ^ » ±:= À Cà: -^^)\ iùm'H faudrait 
alors se souvenii' que c* ô* = ± C- ( c» — «* ) ( n\ 209 ) ; d'où il résulte qua 
^iB» ï^ d: I /^ (^* "" ** )' ^^ valeurs de A sont > 

pour le centre et lé param. pour le centré et les axes : 

.La première se tire de (9. 2^), eH mettant « 4- c à la place de «; et là 
Beconde de (10. l'.), de la même manière. 

Enfin pour le cercle , oa mettrait dans ( 1 i ) * + r el a: + r à la p}ace de 
it et de X , ou simplement -on ferait dans (12) c s= c' = | p = r , en prenant 
ie signe d'en haut, et Ton trouvei-ait, comme au n*. 173 : 

% + «:i7 = A 

ï)*aîïleurs on voit, par (13) et (1^), que la valeur de A qui convienl îcî 
est pi'écisément la formule <S} du n*. 172; tandis que pour le sommet on 
trouverait par (11) (n*, 226), une tout autre valeur. C'est-à-dire qu'on a: 

pour te centre ^Atsz^^^^ pour le sommet , A 



227. Dû testé, en ôonsîdérànt les valeurs de À qui conviennent à Tet- 
lipse, à rhjperbole j et si Ion veut au êercle, îl est facile de voir que les 
tangentes menées aux deux extrémités d un même diamètre sont parallèles^ 
Car si âe ces extrémités ton abaisse des ordomiées au premier axe , on aui 
deux triangles rectangles égaux, ensorte que les coordonnées d'un des points 
de CQtliact seront égâl<*s ' fchaàurië à chacûile aux coordonnées de l'autre 
^QVQk de CQtttaot; mais olléa aârôût'des feignes contraires. Or la quanllté A 

îie 



'a 



\ 



M change poiût> ni dans (13)^ ni dans (14)^ quand çn y change simple*; 
ment les signes de. « et de /s ; et elle ne change point non plus dans (10. 2^) 
^uand on y éhange le signe de 4. 

Si on voulait obtenir le même résultat pat (9) et (iO. l^.)) il faudrait 
changer le signe de «, et mettre ± <2c ^h •) i^ la place de «> parce que 
les abscisses sont comptées du sommet. 

228. Nous venons de voir l'équation de la tangente , elle nous servira à 
t:alculer la valeur de la soustangente (n*. 1 75) ^ ou la longueur de la ligne TP » 

fig. 72) 73 , 74. Il est évident qu'on a pour les trois courbes 

TFsssAT'^^P^xjiT'i- K Ot AT Tittt autre chose que l'abscisse du 
|>oint où la tangente rencontre l'axe des x \ faisant donc dans (6> > £â o i 
oa obtiendra x oil 

jy 1/»^ 

AL S^ *-*• ■' ) 

ÏP + <» 

quantité qu'il faut pfeiidre èù plus, parce qu'il ne s'agit point ici de sa 
direction, opposée à ceUe de AP ou de ^. On aura donc^ après les réduo^ 
itions : * . 

Soustang. déne^alé =^- — ; = ^— .... (15). 

229w Voulons-notts , pat exemple > la soustangente de la parabdle? nous 
ferons t^= o^ et neus aurons c 

Somtang. parab. = 2«t. 

Voulons-nous celle de l'ellipse et de l'hyperbole? nous ferons tssz^—.^ 
et nous trouverons, après les réductions : 

C dlipse } 2c* ip A* ^^^. 

{ hyperb. ) c -h- « 

Or de cette équation on peut tirer ces proportions t 

2c ^ 2« : 2c Hh •» : : 2* : sausian^^ 

3Et comme avec le wgne d'en haut le second teraw de là seconde propor- 
tion est plus grand que le premier, et quti est plus petit avec le signe d'en 

Z 
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bas, le qiiatirième est aussi plus grand que le troisième dans le premier 
cas , et plus petit dans le second cas. 

De tout cela il résulte que la sausiangenle dans la parabole est égale 
au double de F abscisse du point de contact ; qu'elle est plus grande dans 
T ellipse , et plus petite dans t hyperbole. 

Quant au cercle , en faisant dans (lâ> p =s 2r et i =c -*-< i , on a ; 

2r» — «• ^ 

souskmg. cercle =^ — > — '■ — ^ =; * • . . (17X 

r — « r — ^ « 

230. ' Si on voulait la râleur de la soustangente dans Tellipse et Thyper^ 
bole , en comptant les abscisses depuis le centre , il: faudrait mettre dans 
(16) ;i; (c — «<) à la place de «, on trouverait, après les réducjtions ; 

( ellipse > c» ^ «* 

s0ustangA , , J =-4> ■ " ■■■ ^ ■■ ,.,, (18), 
( hyperb. > ^ » 

Enfin pour le cercle, on mettrait dans (17) r -^ « à la place de », ou 
simplement on ferait dans ( 1&) avec le signe d'en haut c=3 r , et Toq trou* 
yerait, comme au v!". 176 , 

sQustcmg. cercle =5 — = 



^^« 
» 



231. Quant à la grandeur de la tangente même, considérée comme une 
ligne finie TM^ il est ^évident, par les figures, qu'on a ; 

TM = Y /8* + soustang.* 

Nous ne nous arrêterons pas à faire ces calculs ; nous avons vu le cas par^ 
ticulier du cercle au n^ 175 , les abscisses étant comptées du centre. 

232. Cherchons maintenant Téquation de la normale MN (n*". 176). Elle 

doit être de la forme y — . « ac-^ ^ (*—•); mais ici^= ^^ ■ '^ . (n*. i79 > ^ 
ainsi nous aiurons : 

y~^=:^ /V . (a:—),... (19), 

ip-i- 1» 
Or dans la parabole ^ = o, ce qui donne : 

5r 



SiCANTES, TANGSWYSS, etc. 179 

Dans rellipse et Thyperbole t=:^^f d'où U résulte : 

• * » 
y — i4 =— ~ . ■ _ (^ — «) (21). 



Dans le cercle |;i = r et i== — 1 , on a donc : 

y — « = — ~— (x — ») .... (27^ 

233. Si on routait l'équation de la normale dans Tellipse et Thyperbole , 
en employant les axes et comptant les abscisses depuis le centre , il fau* 

drait mettre dans (21) • ifc c et a? Hh c à la place de • et de a;, et — à la 

V 

place de I ;i, on trouverait après les réductions : 

y— «=±:-;- (a; ^- «) .... (23). 

Enfin pour le cercle , on mettrait dans (22) « + reta? + /'àla place 
de « et de a; , ou simplement on ferait dans (23) c = c' =: /* , avec le signe 
d'en haut| et l'on trouverait, comme au n*. 176: 

y — fl = - (ar — cf). 

234 Pour avoir la valeur de la sousnormàle NP (n*. 178) , îl faut prcn* 
dre la valeur de l'abscisse NA qui répond à y = o dans l'équation de la ^ 
normale , et en retrancher ensuite j4P =: « ou l'abscisse du point de con- 
tact. Faisant donc y = o dans (16) , on trouvera y = 5/> + '« + *> tt 
retranchant « , on aura : 

Sousnormàle générale = | j» + <« .... (24). 

Ënsorte que pour la parabole , 

. Soiisn. parab., = î P • • • • (25) ; 

pour Tellipse et Thyperbole, 

( ellipse ) ■ ptt , , c 4^ « V c'* ^ ^^ ^ _ ^ ^ 

Z 2 
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pour le cercle, 

Sonsn. cercle = r — » . . ^ * (27)« 

Ainsi dans la parabole la sousnarmale est légale au demi - p^irOhtètre } 
elle est plus petite dans Vellipse et plus grande dans ThyperhoU. 

235^ En comptant le& abscisses depuis le centre , on mettxait ^;; ( ^ ~ * ) 
à la place de « dans (26) et l'on obtiendrait : 

• ( ellipse \ c'* 

*'^"- 1 %«rt. j = ? <»>' 

fl'où . . 1 sousn. cercle = » . * . (n*. 177 X 

236. Quant à la grandeur de la noormale même > considérée comme luio 
ligne JSnie > il est évident qu*on a ; 



Normale =3 yW^ÇsoûsnF 

Pans le. cercle cette ligne est tonjcwxrs égale au rayon (n^ 178)* 
237. llecherd).ons maintenant les propriétés des tangentes aux sectionft. 

comques ; par exemple quelle incliniûson elles ont avec l'axe des x y suivant 

)a position du point de contact. 
Cette Inclinaison est doimée par la formule (&) (n?« 224) ^ 

? z>*+ t» 

maïs comme en fidsant varier « et iS on ferait varier en méiae %&m h wn^ 
mérateur et le dénominateur de cette fraction , et qu'on ne jugèrent pa»^ 
facilement des valeura relatives de A y prenons une forme plus avantage^uK^ 
pour ce cas y et examinons d['abord la parabole^ — 

On a pour cette courbe > pajrce que t^Oy 

^r nous savons que dans la parabole plus » augmente plus f augmente iihèû^ 
et cela à rinfini ; et l'on voit ici que si fi augmente A diminue : ainsi , à 
partir du sommet, où â ^ o, on il = |, et où l'angle de ta tangente «st 
droit , cet angle va en dinûnnant sans cesse , et il ne devient jamais nul ; 
ou la tangente ne devient januds parallèle à l'axe des x y car il &udraU 

pour cela qu'on eût « ss |. £n mime tes»2 cçmme on le voit par U for-^ 
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mille ^r^^-^ •(n^ 228 ), le point 7 où la tangente rencontre Taxe des x 
¥a en s'écartant indéfiniment du sommet de la courbe ^ en sens contraire 
du pied de Tordonnée ou de l'extrémité de « , et d'une quantité toujours 

égale à «« 

238^ Pour escaminer de la même mamère la marche de. la tangente dans. 
retlÎDse et riiVDerbole. oartons de la fonnule (10)» 



c ^ et 

et mettons la râleur de AT^ trouvée au n*". 228 , soua la forme smrwte ; 

c . 



41 



•Wft 






Cela posé, puisque dans TeUipse 6 ne peut jamais surpasser c'V ^ yateui^ 
âe A sera toujours régUe pom- toutes les valeurs possibles de B.\ or noua 
aavons que R augmente avec « tant qu'on a « < c ; ainsi à partir du som- 
met, où ^ = G, où Ton a donc -/f= §> et où Tangle de la tangente e^jt 
par conséquent, droit , cet angle va en diminuant à mesure que «t. et fi aug- 
mentent En même tems le point T s'écarte indéfiniment du sommet A^ 
en sens contraire du pied de l'ordonnée , et avec un mouvement très-^ra-. 
pide , puisque quand * = c^ on a AT = — ig. Dans ce moment l'ordonnéQ 
§ étant devenue celle du centre est égale à c' ; on a donc 4 ^i?? o ^ et la 
tangente est parallèle à Taxe des Xn 

Depuis ce point, à mesure que » augmente , B comme on le sait redk 
«ninue, et par conséquent A augmente, ou la tangente s'incline de nouveaii 
vers Taxe des x , en faisant un angle qta devient de plus en plus grand. 
M^s le point 7*, qui s'était éloigné à Tinfini du sommet A vers la gauche ^ 
retient de Tinfinî du c6té de la droite, et se rapprodie promptement du 
commet B; comme on le voit dans la valeur de AT y qui devient -ir 
^u'on 4 « > c , et qui peut alors s'écrire ainsi ;. 



-rfr=+ 






JLiOnqu'enfin « s 2c, consne alors i0 :±^o, on a .^ ssi, AT^^û^ et la taik 

l^cQte est é» nffm^v». perpeodkttlMire à Xvs»^ 9 m ««conti sommet 4a 
Uk courba 
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Les mêmes résultats ont lîèupour le cercle. • 

239. Reprenant ces formules avec le signe d'en bas peur lîiyperbote , et 
remarquant que dans cette cburbe « et ^ augmentent an même tems et cela 
à l'infini , nous verrons qu'à partir du sommet A^ où S:=^ o ^ où Ton a donc 
il = § , et où l'angte de la tangente est par cqnséquent droit , cet angle va 
en diminuant à mesure que « et au;gment}ent Mais il y a ici quelque çho«e 
de bien remarquable , c'est qu'en faisant ^==59 valeur que cette ordonnée 

ne peut jamais atteindre , on a ^ = -^; ce qut désigne un angle, que nous 

avons déjà vu au n^. 222 ^ et qui est propre à toute sécante - qui ne ren- 
contre la courbe qu'en un point. L'angle de la tangente est donc toujours 
plus grand que celui-là. £n même tems le point T s'écarte continuellement 
du sommet A , en marchant lentenient vers la gauche , pendant que « se 
prolonge rapidement vers la droite, car si l'on fait «=1, valeur que 
f abscisse ne peut atteindre , on a jiT î^ — c. Ainsi le point T n'arrive ja- 
maïs au centre ; c*est la limite de tout son taouvement. Et il est clair que 
Ce que nous venons de dire de la courbe à droite s'applique aussi à la 
courbe à gauche. . 

2-40. Si l'on mène donc par le centre ûné droite indéfinie , qui fasse aveô 

^ c' 
l'axe dea x un angle tel que Ton ait J es -^ , cette droite sera la limite de 

û 

toutes les tangentes , et sera . en même tetns parallèle à toutes les sécantes 
qui ne rencontrent la courbe qu'en un point ; elle sera située au milieu de 
toutes ces sécantes , dont les unes rencontrent en un point la courbe d'un 
côté de cette droite et les autres de l'autre. Cette singulière ligne, qui est 
tangente des deux courbes à une distance infiniment grande , ou plutôt dont 
les branches des deux courbes is'approchent sans cesse sans jamais l'atteindre , 
«'appelle F asymptote. Et comme on peut en mener deux , CJi , CS , tfg. 74 , 
qui se croisent au centre » et qui comprennent entr'elle% les deux 'h/per« 
boles ) otk les noiQme les asymptotes. Leurs équations sont , quand i'ori^ 

giue est au centre, y = H x^ y^n*^ — x, • 

L'asymptote est aussi un diamètre particulier , que nous avons considéré 
au n^ 205; car si dans la formulé de ce numéro, on fait 2c a* =2 p y on a, 

pour le cas de l'hyperbole, )t :=: { ; (}c2ca^ :=p donne a^ — . 

c 

On pourrait donc ^dii^e que l'asymptote est un diamètre dont la courbe 



SÉCANTES, TANGENTES^ etc. IM 

s'approche indéfiniment san^ jamais le rencontrer ; qui est parallèle à toutes 
les sécantes qui n'ont qu'un point de commun avec l'hyperbole , étant situé 
au miliett d'elles ; et qui est la limite de toutes les tangentes placées dans 
les deux angles des axes où il s*étend. 

Dans Fhyperbole équilatère , comme c' = c , on a a = 1 et l'angle que 
l'asymptote fiût arec chacun des axes est de 60^. Les deux asymptotes sont 
donc alors perpendiculaires entr'elles, 

241. Ne quittons point encore h formule du n\ 228, quideviçnt, 

pour la parab. pour VelL et Thyperh. 

Elle rtous fait voir que dans les trois courbes , la distance du sommet aii 
point T est indépendante du pa,ramètre , puisque la lettre p a disparu dQ 
la formule. 

Ainsi donc , si plusieurs paraboles ont le même sommet , et des foyer^ 
iîifférens , ce qui leur donne plus ou moins de largeur > les tangentes qu'oij 
mènera à ces différentes courbes , et qui auront leurs points de çonti^çt sujp 
le prolongement d'une même ordonnée , auront le même pied. Et si plusieurs 
ellipses ou plusieurs hyperboles ^nt le même premier axe fi}(e et les même^ 
commets , avec des paramètres différens ^ et j^ar conséquent des foyers diA 
férens et des seconds axes différens , toutes les tangentes à ces courbes qu) 
auront leurs points de contact sur le prolongement d'une même ordonné^ 
répondant, à une mçme abscisse 9», auront le jnème pied T. 

242. Recherchons aussi quelle est l'inclinaison de la tangente sur les 
rayons vecteurs menés au point de contact , ou quels sont les angles qu'elle 
fait avec eux. 

Puisque la parabole est une ellipse ou une hyperbole dont le premier 
axe est infini (n^ 203), dont le second foyer est infiniment éloigné (n^ 216), 
et dont par conséquent un des rayons vecteurs est parallèle à l'axe ^ faisonç( 
simplement notre calcul pour le cas de l'ellipse et de l'hyperbole ; nous l'ap» 
pliquei^ns facilement à la parabole » ^t si nous voulons au cercle (n*'. ?}^)f 
Supposons y pour rendre le calcul plus simple , que l'origine soit 2^\x cen^ 
tre , fig. 75 , 76 ^ et nommons g la distance de ce point à l'un des fpyçrs* I) 
est évident d'abord qu'pn aura g^* = c* T c'* ( n^. 208 ). D'ailleurs puisque 
FAfy passe par le point AT ( « ,, /> ) , son équation sera de la fprme ^ 
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et comme /*il/ passe aussi par le point F ig^ o), en mettant cea valeUri 
dans Téquatîon , à la place de a; et de y ^ on en tirera : 



a7=z — 



g—àt 

D'un autre côté, la valeur de A qui convient à la tangente » dans le eaa 
actuel» étant [ (14) n"". 226 ]> 



e'V 



e la tanficente trigonométriqûe de l'anstle FAft 



â pour expression y en faisant jS =: 1 , 

A ^ d 



O 



i + aA 

Substituant le* valeurs ci-dessus , mettant gr* à la J)laee dé c* 4^ c'* , et • . 
e* c'* — c'* •* à la place de ifc c* tf , comme te demande la formule ( 12) dtt 
B^. 226 , on aura : 

tang.FMT=^--. 

Maintenant Téquation de F^M sera de la forme t 

et comme cette ligne passe par le point F' i-^g^ o)^ on au^a i. 

6 
a' == — — - ç 

g + ^ 

et toujours , pour la tangente à la courbe ^ 

_ c^*« 



!■ !■ ■ * ir I I- 1 "i • M • ' n 



t*) Je mets au numérateur pour les deux coùi'bes ^•— a, afin de prendre 
MTy qui est la tangente , comme la ligne à laquelle on rapporte les angles ^ ou 
^mme la ligne comparable à la première droite de la fig. 48 , sut laquelle lea 
^inus et les tangentes trîgonométriques des angles en question sont perpeudi^ 
Cttlaires. Je ferai de n^tat pour l'avgte F' AIT* 

Ënaorte 
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•ïiifiorte qùé la tafigeiîte trigonométriqve de F'MT.'^wct pour expression, 
en faisant aussi R=x i^ 

. A -^ ci 

1 + ci a: 

-iSubstituaût , mettait gr* ^ la place de <?» ^ c'*, et e»c** — p** «• à la plaoe 

de -fc c* (8* , on obtiendra : 

On voit donc que les angles fonnés par la tangente à la courbe et les 
td^yom yecteur», ont l'un et l'autre la même tangente trigonométrique , 
mais avec des signes contraires; ainsi donc, ou ils valent ensemble deux 
angles droits , ou ils sont égaux , suivant qu'ils sont placés d'un même côté 
de la tangente à la courbe , ou qu'ils sont placés de part et d'autre de cette 
ligne. Le premier cas a lieu pour l'ellipse > et le second pour l'hyperbole^ 
t^omme cela est évident par tout Ce que nous avons dit de la position dp 
la tangente, aux n**..238 et 239. 

Puisque dans l'ellipse ^ fig. 75 ^ FMT est supplément de F'MT^ qui a d'ail- 
ieurs aussi pour supplément F'MG, on a, FMT^F^MG. Mais comme en 
général ces deux angles laissent un espace entr'eux , à causé de la distance 
des deux foyers , ils sont dans ce cas-ïà aigus , et la normale tombant entre 
les deux rajons vecteurt donne FMN = F''MN. 

Puisque dans l'hyperbole , fig. 76, FMT=i F^MT^ en prolongeant vers 
jyie rayon vecteur F'M^ on aura FMT ^ HMG. El comme ces deux am 
gles laissent aussi en général un espace entr'eux, et sont alors aigus, la 
normale tombe entre un des rayons vecteurs et le prolongement de l'autre , 
et elle donne FMN = HMN. 

En appliquant cela à la parabole ^ on voit. que l'angle formé par la tan- 
gente et le rayon vecteur , est égal à celui qui serait formé par la tangente 
et une droite menée depuis le point de contact parallèlement à l'axe > la^ 



^ O Dans tous les calculs relatifs à relllpse et à rh^perbde , quand l'origine est 
au centre , on peut se contenter d'opérer pour la premi ère co urbe , et les résul- 
tats se traduisent pour la seconde en changeant c' en e'v/ — i (n*. 209); on pourri 
si Von veut faire usage de ce principe dans tout te qui va suivre." " * "^ 

Âa 
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queUe droite pourrait être comi4ir^ oomine ét^nt^ eu 1q «Monil njùo 
yccteur , ou ton prolongement. 

En l'appliquant au cerde , on retrouvQ la propriété de la tangente d'être 
perpendiculaire au rajon. 

Réciproquement si ces propriétés ont Heu dans Tes courbes dont noH^ 
Tenons de parler, les lignes, qui lesdonnept spni tune la tangente et Tanire 
]a normale.. 

Donc si d*un foyer d'une section conique ,. i) part âe& rayons tuimneuit 
X)u sonores , ils sont réfléchis yers Tautre foyer , ou dans le prolongement 
de cette direction. Ou verra facilement comment cette loi doit 9e n^odifier 
pour les différentes courbes^ 

243. On aurait pu recljerçher tout de suite , pour Tellipse , tes angfes fbimés 
par les rayons vecteurs et la normale , et pour Thyperbole, comme noiM, 
Tavonj» fait , les angles formés par les rayons vecteurs et la tangente ; et- 
en Us amrait trouvés imuiédiatement égaux. Mais alors ït aurait été bon de 
faire voir d'avance que la uorniale est placée entre tes rayons vecteurs dana^ 
Vellipse , et hors de ces rayons dans lliyperbote., 

Çherchaujt pour cçla la valeur de CN^ fig. 75 , 76 , ou de Tabscisse qni dans^. 
la normale répond à Tordpnnée nulle, quand l'originf e^ aju. çentrçv ^ 
suirait pri$ féqualtion de cette ligne ( xf. 233 ) ^ 

et faisait jf =^ 0$ t^ aurait d^abord trouva. 

^oA Von «lirait coaçh» :: 

» ou CN=t g. — i. 

Vlésuhat qur prouve phisfeurs choses r 

. 1*.. CN n'est auï que qwapd « e^t. nur^ excepta pour fe cerçte,, oij ^ l^ 
même est z^ko ; ainsi le pied de la nonnaje n'aboutit au centre que quanc£* 
Iç poÎRt de contact est sur Paxe des y; ce qui du irestç ne peut* a^vgir l^g^ 
dans l'hyperbole.. 

^^ CK n est eu — que quand » est en — .. 



% 
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fji tl r^ulte de ces deux observations que le pied de la normale est Textré" 

ksité de «, et par conséquent le point M et la point N sont d'un même côté 

;, de Taxe des y , celui-ci passant par le centre. 

" â% Comme dans Tellipse ^ entre ses limites est toujours plus petit que c^ 

I de même que g , le facteur — est une fraction ; d'où il suit que CN. est une 

ce 

^ Êractlon de g ou de la distance du centre au foyer. 

4^. C'est le contraire dans Thyperbole^ parce que, dans cette courbe ^ 
w et gr sont chacun plus grands que c. 
^ C'est-à-dire que dans l'ellipse la normale est entre les rayons vecteurs^ 

'- et qu'elle est hors des rayons recteurs dans l'hjrperbole» 

Cela posé , si Ton cherche poiir Tellipse les valeurs des tangentes trigo- 
^ nomét^ques des acngles que font les rayons vecteurs avec la normale , on 

* trouvera que ces valeurs sont égales et de signe cotttraîre , d'où Ton con- 

clura que ces angles , situés de part et d'autre de la normale , sont égaux. 

On trouvera le même résultat pour les angles formés par les rayons vec- 
"^ teurs de l'hyperbole avec la tangente qu'ils comprennent ; mais nous avons 

déjà fait ce ealcuL 

244. Nous venons d'examiner les propriétés des tangentes , et celles de* 
normales , qui sont des espèces de sécantes , il y a encore dans l'ellipse et 
l'hyperbole des sécantes assez remarquables , ce sont celles qui étant me- 
nées deux à deux des exti-émités d'un même axe ou d'un même diamètre 
aboutissant à là courbe , se rencontrent aussi sur la courbe ; ott les appelle 
cordes supplémentaires ; et elles méritent quelqu'attention. 

Toute droite qui passe par le «ommet J5 (± 2c, o), fig. 77, 78, a pour 
équation y = a (a: ^^ 2c ). 

Toute droite qui passe par le sommet ^ (0| o) a pour équation »... 

y = dx. 

Or on tçouve par l'élimmation que ces droites , quand elles se rencon* 
trent , ont pour coordonnées de leur point d'intersection : 

2cd 2e aa' 



•( 



« 



■ • ■ » 

. Cela posé pour que ces mêmes droites se réunissent star la courbé , il faut 
encore que l^ valeurs de leurs coordonnées communes s'accordent avec 

l'équation i 

A a ^ 
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JV. A Je prends cette équation , qui convient aux trois courbes , pour qn^ 
le cas de la parabole y soit compris^ quoiquil ny ait point de cordes sup-*^ 
plérnentaires proprement cStes dans cette courbe dont les axea et les dia?* 
mètres sont infinis.. 

Substit^ant ici les valeura de x et de ^ trouTées , on obtient cette é^uai^ 
tion de condition : 

iw* < 2c. oa* +; jt^) a» o* 

Elle servira à trouver un des a quand on aura prisTautre à volonté. 

On peut y satisfaire, soit en faisant ctat = o> sjoit en posant •..«••. ^ «. 
Zc. aal j^/3t == Ç;. ce qui. revient à 

S'il S:*ftgît de ta parabole, comme — = o> on n'a jamais que actr=: o j 

ensorte qu une des cordes ayant une direction quelconque , il faut que Tanti-e 
soit couchée sur Taxe ou lui soit parallèle pour qu'elles puissent se rencon^ 
trer sur la courbe; et c'est ce qui était évident par soi-même. 

Pour l;es deujL autres courbes , si. l'on fait ad! = o^ on exprime alors qu'une 
des cordes a^ mma^ se confond avec l'axe ( n^ 182} ; mais si l'on ùii ^ 

on exprime îa relation constante que doivent avoir les djreetfons êt% denjc 
cordes pour se rencontrer sur la courbe. Cette relation ne dépend que du 
paramètre et du premier axe ,. ou si Ton veut des deux axes. 

Far un calcul inverse on prouverait que si la relatloi!^ indiquée a lieu entre 
les angles corresponcUns que forment deux dï*oites avec Taxe de» abscisses y 
ces di*oites sont des cordais suppîémentaires part^mt des extrémités du prs« 
mier axe c d'une ellipse ou d une l^^erbole y doiU le second axe e%t c'\ 

Le signe- -^ pour if ellipse provient de ce que Tun des angles étant aigu 
et ayant son cosinus en + Je correspondant est obtus et a son cpsinns en — ^ 
Four Thyperbolè on a le signe + ^ parce que les deux angles sont , ou tous 

^lu ai&us > ou tous dieuxc obtus » et que leurs cosimis sont de même si^nfi^ 
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Dam le cercle où </ = c = r , on a au' = — « 1 , et les cordée sont per-^ 
jpendiculaires Tune à l'autre (n\ 150. 151. 182). 

Dans rhyperbole équilatère , où c = c' (n^ 21t) ,.on a «a'; = -f-t; 
d où il est facile de conclure que les deux angle» aigus correspondirns , for- 
més par les cordes supplémentaires et le preoûer ai^e , valent ensemble un 
anele droit (*>. 




peut obtenir, comme cela* doit être, par réchange simple des axes. 

24.5. Du reste Tanglç que forment énti-'elleff tes' cordes supplémentaîrea 
partant dea extrémités du grand axe de Tellipse est obtus^^et celui que for-* 
meatr lea c^n^es p«iCrt|«Kt de^. e;ctr^i(és du petit ia,^ essl^aîgu; ^^^cpsii ^st éf£« 
dent par le n\ 219. Dans l'hyperbole Tangle des cordes meoçes-ftes-extré^ 
mités du premier axe est toujours aigu. 

Nous allons rechercher une formule pro|>re à rçpnésenter Kangle des cor^ 
des du grand axe. Maia nous ne nous occuperons point de la parabole ^ 
parce que dans cette courbe {'angle des cordes, est Ip supplément de c^lui 
que la petite corde fait avec Taxe ; or celui-ci est toujours ajgu et va eq^ 
ditïiinuant sans cesse depuis le sommet où ob peut le considérer commç 
droit ; donc Tautre est obtus et va toujours en augmentant. 

Faisons d'abord le calcul pour TeUipse , en mettant lorigtae au centre. 

I/équation de BM^ fig. 77, 78, passant par le point ^ ( + c, o) est . * 
y = a(a: — c); et comme elle passe aussi par le point M i^^^fi) om a 
4 .= a (« ~ c); dfoù il résulte : 

a = • 

L'éqnatîon de >fJSf^ passant par le point A (~ c, o> , est jr =» a'*(a: + ç^i 
et comme elle passe aussi pai: le point il/ ( «^^ *) j^ oj^ ,a /* -^ a' ( « + ç) ^ 
^oik Ton tire i 

m I l mmmmmmm 



(*) Qa aicî ai =;? iémf m^ et ss emng w* ,• donc iangt m. ian^ mf = 1. Mais ^ paf 
Ift trigooonnétm ^ tanfijULcoian^msi l ; dottc , dan» 4i^ uas.^ ian^ ni<=xxoUinif tni, 
Ci v^ conséquent nt est le complément de m» 
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a == w 

Substîtatttt 6d& Yàléiûrs dans la formule 

4 + oa'* 



liu ti*. 109 , tû trouvera, après les rèductioâs , et &prèi» Avoir itk : . . , » 
(c^ MU») à la place de «*> et ^* à la place de tf*.— c'*, on trouyerni 
dÎ8.jei 






Mettant eneoare t-\/«* «-^«^ à la place de g^ dxm$aA haut et bat pat . ; 



y^c^ — »^i et réduisant, on obtiendra enfin î 



ton^ -4-Jf5 =:± — 



' Si' ôft Veut tirer de là la formule propre à l'hyperbole , on mettra c'i/— l 
à la pla ce de c' (n"^* 209. 242 y note), et l'on multipliera haut et bas par 
\/— 1; ce qui donùera : 

tancf AMB=t + '' — ..^ 

•* Nt>us allons interpréter Ces valeui^s; en commençant par rellipse^ et ne 
considérant que le premier quart de la courbe. 

1^. Comme » n'est Jamais plus ^ràtid que c, l'angle est toujours possible» 
et à cause du signe ~- de sa tangente , il est toujours obtus ; excepté lors- 
que a=sc; car alors on a tang AMB = g, ce qui prouve que l'angle est 
droit, 

y. Dep uis È y où Pangle est donc droit, à lùesure que à diminue ^ . • » 
\/c* *- «* augmente , et la tangente trigonométrique de AME diminue^ 
Mais quand la tangente en — tfun angle obtus dimînac, cet angle devient 
plus grand. Donc, en <^et, l'apglie fl^s f ordes «u^ente depuis ^9 jusqu'on 
D. Alors U est.cUir qulil recommence à diminper sur 1^ . secoad quart de la 
courbe* 



«4.«-<' • •' *i. '•« '««w 
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S^. Le pîu8 grandi angle se trouve donc h l'extrémité du petit Ifaxe , çt 

2cc'* 
mkBXid • = o. On II alors tang 4MR ou tang ADB == —. Dan&cette 

g 

position leaconks font égales, et tes angles BAC^ DBClt sont aussi; donc, 
les angles DACei DBX^ sont supplémens Tun de l'autre ; ensorte que leura 
tangentes tÂgonamétrîquea sont égales et de si^gne ooi^traire. Or te prodiût 

de ces tangentes a et a- esttoujowrs (n*. 2M}i donc ici Tune va*it . ^ 

+ — et Vautrç -^-r — ^ 

c c ' 

Voyons maintenant la fbrmuïe relative à ITijrperbote, et ne considérons 
toujours q^t le premier (][uart de li^ courbe. Cette formule est celle-ci ; 

tang A MB acç •+• ; \ 

t^ Comme • n^est jamais plus petît que.ç, T^ngle est toujours possible ^ 
et à cause du signe + de sa tangente il est toujours aigu ; excepté loxsquQ 
«I =s <r , car alors la tangente devient infinie et, Tangle est. droite 

2**. Dep uis le so mmet A , où l'angle est donc droit ,. à mesure que m aug^ 
xnente \ft?— c* augmente aussi et la tangente de AMB diminue^ Maisi 
qnand la tangente d\in angle aigu (fiminue , cet angle lul-mième dimii^u^ 
Ponç, en effet, Tangle des cordes dimimie depuis le sommet A à rinfiai; et 
1^ ne peut être supposé nul, qu'en faisant «^ = |. Dans cette position les^ 
eordes sont para,llèïes., et le» angles eorrespondans qu'elles font avec l'axQ 
^nt égaux ; ^imi leurs tajngentes sont égales et de même signe. Or le» fx<»^ 

^it 4e ces tapgentes a et af est -+• ^ (n*. 2^4 >; donc chacune df elles vauft 

(to]iyo»rs poar le prenùer quart) + fl; c'est-à-dijee que cea coMes «ont ça^ 

ç 
ïftUèlç^ à Vwjmptote (n^. 3^0 )^ 
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: Pés sections comt/ue^ rcippork^s à Uurs diamètres > te é^s <Uamètre^ 

. cojyugués* 

246. J vsQxfA présent toutes les équations des seôtîonè eoDiqUes que nous 
levons vues , se rapportaient à ces diamètres particuliers ^e nous arons 
nommés spécialement les axes (n\ 206); et il est évident qu'on ppurrajft 
rapporter ces courbes à des axes quelconques ^ avec une origine placée aussi 
d'une manière quelconque ; on aurait ainsi leur éqi^ation la plus générale 
(n^ 212). Mais ce n'est pas ce dont il s'agit ici : nous allons actuellement 
rechercher si on ne pourrait point changer les axes des coordonnées et 
l'origine , sans changer la forme des équations que nous avons eues Jusqu à 
présent. 

Pour cela nous prendrons les formules du n^ 165, et pQur faciliter le 
tslcul , nous désignerons par m et par m' les angles (xa/) et ig^j/) formés 
jpar les nouveaux axes des af et y' avec l'ancien axe des x. Alors les for^ 
mules en question s'écriront ainsi : 

x = x* cas m +y' cos m! +/"* 

y^x' sinm + y' sin m! + g; 

et en substituant ces valeuis douas l'équation géuéraie : 






on tï-ouverâ : 



a/^Csin* m±— C0s^m\^afy\2(6mmsininl H — cosmcosm'J 
^ 2c J \ "^20 

+y'^Csin'm'±-^cosf'm'^+a/.2(gsinm-^ipœsm^—/cûSFn) \ = o ..(^)(')» 
^ 2c y ^ ... ""2c ^ ' 

^y'.2{^sinf7il^\pcosiTil±^fcù5m'\'^(à'^pf± — /* \ 



(*> Il est évident que cette équation est l'équation la plus générale possible 

247. 
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247; Appliqtwns d'abord cela à' la parabole. Pour (}ue réqualîo'n précé^ 

dente 8oit de la fomie y^ — px^o^'û faudra que les côéfficiehs des termes 

en a/*, o/y', et t/^ aoient nuU, ainsi que le terme eAtièremént constant 

P 
Or comme dans la parabole — =? o par lui-même , les équations de conflit 

tion seront celles-ci : 

sin* m = o, g sin m' — {p cas m' = 0, 9* — p/*== . . . (£). 

J'aî laissé de côté le coefficient dç x'y\ qui ne nous apprendrait rien, 
puisque nous avons déjà shi^ m = o et par conséquent aussi sin /n=o. 

La première de ces trois équatioiis boiis dît que l'angle m est riu^, et 
lii troisième 5 n'étant autre chbse que'celle de la parabole, nbus fait voir 
que la nouvelle origine, dont lès coordonnées sont /* et ^ , est un pbin£ 
de la coui'be. Ainsi pour que Téquatîort conserve sa forme; le i;K)uveI axe 
des X doit être parallèle à Tanôien. Ce nouvel axe est d6nc un diamètre et 
Torî^ine est à son extrémité; 

La séçohdfr éijuatiôn de condition pleut *ètfé' mifc'sdUs cette forniè : ' 

slnm' _ ip . .J.I/>. >^ 

. = — ou a = — . • . . f Cj. , 
cosm . gf; g ^ . 

Mais m' est Tangle que te nouvel 'axe des y, fait avec Tancien axe des x ; 

sin m' , ,.. ^, r 7 * ■ , 

cnsorte que 7- ou a' marque*! mcunMdgiOif de cet axe , et la formule fait 

cosm 

voir. qu'il est tancent ir Ureokxbtik'AaL'^(MVê\\e (Ml^^ est 

g (n^ 225 i form. (7) ). Et coxame là tâilgente k lA pârabdê rfest* perpen- 
diculaire à son axe qu'au sommet de la courbe ( n^ 237 ) , ce n'est que dans 
ce point non plus qu'elle est perpendiculaife>aiis^ diamètres , parce qu'ils 
sont tous pai^allèles à l'axe.^î^ohc'le^ nouvelles ordonnées sont obliques au 
rtouvel axe des-â::.' - » • / . '.D^i •-'.•.'..'.■ ? 

Au moyen de ces conditions, réqtiatibil<'de lai ccuiibq cons^9*Vâ(nt' s^n àiK 
cienne forme , à chaque nouvelle^ abscisse répondent donc deux ordonnées 
égales et de signe contraii'c. Ensorte que si d un point de la parabole on 
mène un diamètre, puis une tangente à ce point, toutes les cordes parai-. 






des sections coniques. Elle est Se la fdrme-^^ + Bx^ + Cy^ + Dx + Ey +F=: o 
(voj^iz. celte du cercle n®. 166 >- i - „ 

Bb 
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ièles a cette tangente seroiit coupées, par le diamètirto en question 'en âénx 

parties égales. 

Prenons iqaintenant les .teiine<^ qui restent dans féquâtion transformée : 

P 
en faisaiijt toujouars -- := o , et. fcw nous souvenant que sin m = o ^ et que 

par conséquent cos m = iî = 1 , nous aurons y'^ sUi^ m! — px'. = o ; ce 
que l'on peut écrire ainsi : 

w^ — L ^'^ 



'♦1 



C'est réquatîon de li| parabole 7;àppoïtée à un quelconque de ses diamè- 
tres. DViileur^ la valeur dç sin^ rn!\^ ou la valeur de m% ou la grandeur 
de l'angle dçs qbordijnnées,, lorsque celùi-cî est fixé, cette quantité, dîs-je, 
détermine le diâmçtrç dont il s'agit. Si on voulait par exemple que m! fût 
un angle droit , on aurait ^ir? m' == ^* == 1 , et on retomberait sur Téqua- 
tion à l'axe. Du reste comme 1 angle de la tangente peut parcourir tous \ç& 
degrés ^e gf andeurs ^ il y a une infimté dç: sjjrstjèmes d-axea qui répondent 

à notre but. 

». * 

248. Cherchons à exprimer' nn^ m' , en fonctions des coordonnées de Ja 
nouvelle origine. Nous avons çu, il y a un moment : 












L < 



murUpfiQn»> par cçjt^m'rcv^rmi, les deux mebàxnvi mâttom I -» sin* m* à 
la place- de c^fs* rn,\ trau&posons et réduisons^ noué tcûaycroi» ; 






P 



t*mm.m00^^ 



Maia ^=ipf^ comme nous- l'avons aussi vu, substituant cette valeur , et 

divisant hajit et bas: ^mp^ xsàm obtiendrons : ' < 

» 

*in* m = r — ,^ . ■ 

. ' . , > • 

Emorte que réqùation au diamèCre pourra prendre cette f(Hrme r 

De phis /*est Tordonnée de la nouvelle origine A' ^ ffg. 79 > <Foù il résulte 



vpie Fon a^, par :le b"*.- ÛiÂ ^^FA' esrf-^ i^f^ | ^, Ainsi le croéfflcienê de 
x' vaat AFA' ; nousdéwgnerons cette quantité par //,• nou» l^ap'pellerone le 
paramètre duidiamèti'e, et uotis dirons que dans Ici parabole te paramèU^e 
d.nn diamètre quelconque est quadntple.de la distance du foyer à Tori^ 
^int 4^ ce diamètre. Propriété qui (est la même pour Taxe. 

249. Lëquation de la péprabole rapportée à ses diamètres/ étant donc 
y'* =: p'x' y , et ajant absolument la même forme que l'équation à Taxe , 
toutes les . propriétés que nous avons eues relativement à cette dernière 
ligne 9 auront lieu pour les premières / du moins lorsque ces propriétés 
seront indépendantes de l'angle des ' coordonnées,' Ainsi nous -ne nous j 
arrêterons, pan . •. ^ ' î 

250. Appliquons maintenant à Tellipsé et à l'hyperbole la transformée 

générale du n*. 246. Pour quelle soit de la forme t^* =;=;ja: h ^ , il faujt 

• 2c 

que les coéflSeiens defr termes en x'i/ et en yf èôieîit nuls , aîrisr'qtte le terme 

tout constant Le* équatioMide condition seront 'donc célles-cî : ^ ' ' 

;' ' > ,sinmsifipi[:±,^^C4?s/kcosim':^=^ 

guntri — |/i.c^ m' ± Jt /cm i?i'=o,'^ .... (Z>). 



:j t 



• .V . : 1 



La troisième nous dfty tout de suite que la noûivelle origine, dont les 
coordonnées sont /et gr, 'est un despoint&de la courbe même. Ensoiite 
que si l'origine était placée aillem», l'équation ne pourrait plus rosrembler 
à^'équadon. au sommet 
• La seconde peut êtce écrite ainsi: : . , • 

fh^ „i? :f ^, „„ . a.=fe :f !£■ ... . (^,. ' : 
cmm: g , 2fg , S ,, ?<:«; ,;.,■. , 

et prouve que le nouvel axe des y e^t tangent' â la courbe à la nouvelle 
origine 9 dont les coordonnées sont /et g (n*. 225; form. ($)). '^ 

La prenûère équation de condition peut se. mettre sous çe§ éeuxJbrmes: 



sin m sin m' : „^ p ^ c'^ 



eus m cosw! 2 c ç 



... CF). 



^^ "^ 2c "*" c* J Bb a 



. £lle nou6 spiprevfd donc, que les doti veaux axe» des xetéc^t/ font arec 
4'ançien fixe dt^jx:^ pu arec le premier )£^e^de lavcourbc ,i des .angle* dont 
Iq rapport est constant» let le même queccelui des angles foitnéa par les 
cor;des suppiéT^entaires (n^ 244). Enaorteique si^un db ces axes est paraU 
lèle à une de ces. cordes, rautneiaxe sera parallèle à Taiitre corde ;; et en 
mème:tems \çs deu^ axes feront «ntr'eux nnangle égal à celui de ces mêmes 
cordes. D*ailleurs cowne .^i peut former uneinSnité d!as8en]blage8 de-cor- 
des supplémentaires 9 faisant entr'eilea.des angles <|ui ne sont jamais droits , 
fit qui varient sans cesse ( n^. 245 ) , on peut donc aussi former une infimtc 
d'assemblages d'axes, faisant entK!eux des angles obliques, vaiiables d'un 
système à l'autre, et qui donneront toujoura des équations de même forme 
<que celles aux axes.fH'oprêmént/diis.. 

Il résulte encore de là qu'à chaque nouvelle abscisse répondront deux 
ordonnée^ égaleîs et de signe conti-aire. De manière que si Ton a une tan- 
gente à la coui;be , et qu'on prenne le point de contact pour la nouvelle 
origine , toutes l^es.cord^s ps^rallèlesi à la^ta^ge^^, qu .toutes lés ordpnnéea, 
seront coupées en deux pai'ties égales- par le nouvel axe des x.Cêla posé, 
comme uqe de ces cprdes peut toujouiis passer par le tîèritte,. et que là 
elle est dé)à divisée on deux parties égales (n^ 205),- U faut bien que le 
nouvel axe des x pa-^e aussi par ce jpoint , et qu'il 3oit un diamètre^ 

251. Si nous pi'enons maintenant les termes qui restent dans la trans^ 
iorméei noua aurons i'équation. jdè la: côurbe itapportée-à ses diamètres 
ftVâc^rôrigme sur la. courbe métaie. Et codnmfe de i'équÀtioaa aux axes et au 
%cmxsktt,. on conclut facilement celle aux axies et aç ^oentre, nous pour* 
rions aussi conclure de l'équation aux diamètres et à< leurs extrémités , cAe 
aux diamètres et au centre. Mais cette dernière pouvant rendre plus sim- 
ples tous les. calculs qui nous i:estent à faii'e^ nous lai^erops l'autre , et ne 
prendions. ^pt|e cell^-.ci, que noiistireorons xle l'équation aux axes et au 
centre ,. toujours par l)a. transformation des coordonnées. 

Pour cçla,. nqus écrirons Mnsi, les forflauLes du-. q\,4l60 , puisque nous 
voulons point oha^ger l'origine: 

et nous substituerons ce^ râleurs dans'l'équation:: " ' 



' ' <^* 2/' ds c'* «* = 4:.c* c'^;: 
nous aurons;: \x 



(d^sin* rtf± e'* cas* m') yf^ 4- ( c» i£n* m + </» c«w»m) ^» 

' ' ' • 

^2i€^ sinm^sinm! ^c'^ cosm cosm!) o(fy' z=^'±ic^c'^ ... (G). 

Pour que cette équation n'eût point changé de forme, il faudrait que le 
coefficient de a/g'-îdi mil ; -posons donc que cela soit , et que Ton ait : 



c' sin m sinmf ± c'* cas m cos m'=: o 
ou ce qui revient au même , 

sin m sin m' c/* 




cos m cûsm' c* ' 

Téquation de la courbe deviendra : 

252. Si Ton y fait y' = o, pour avoir la distance du centre à la courbe,, 
prise sur Taxe des a/ , et que l'on appelle cette distance d , on trouvera :. 

d^— ^JL£ — _- .... (X)^ 

c* 5*1* mzh^^ ^^ ^ 

m 

Si Ton fait ensuite a?' = o , pour avoir la distance du centre à la courbe,, 
prise sur Taxe des t/ , au cas du moins que la courbe rencontre cet axe , et 
%ue Ion appelle cette diétauce df , on trouvera O i 

d^ = ■ "^ . '• ...» (/#);. 

c* ^i/i* m' Hh c'* cos^ ni 

Remarquons , avant d'aller plus loin, que dans Tellipse tous lès diamètres 
rencontrent la courbe , ce qui n'a pas «lieu dans l'hyperbole ; cependant elle 
est toujours rencontrée par le diamètre 2d (ïi\ 250). Si elle ne Tétait pas 
par le diamètre 2d' il faudrait que la valeur de d^ fût en moins y pour que 
d^ fût imaginaire. Comme cela ne se reconnaîtrait pas facilement dans cette- 
valeur de d'*, nous essayerons de faire le produit de d* par cf*,. car d* 



(*) Ces valeurs s'accordent avec la formule du n^ 205, comme on U verrai 
facilement, en mettant dans cette formule ^^^ ou ■? à la place de âi ,.. ett 

^^ i fat place de;^ 



s 



étant décidéïjient en plus^ si ce :prpduit est en moins^ il £iudra î>ic^, que d'* 
8o1t aussi en moins. £n faisant cette multiplication on trouve pour les deux 
courbes : . d : - - 

: c^sin^m sin* m! ± ç^c'* (sin^rnf ços^m + ^ i/i*/n cos^m^) ^ ç'^cos^tn cos^mT 
ou, ce qui revient ai\.inême, (*) : . . ,, - 

did!^:=z l ^^'^ • •• ' 

(c* sin m sin rn! ^jh c'* c w m cos m'y i; c* c'* sin* (m' — m ) ' 

■ * ' . 

Mais comme la j»:emière partie du dénominateur s'évanouit par (^ , 
on n'a plus que : : ' 

sm^ (m — m ) ^ 

Ce produit de deux carrés ayant décidément le signe — pour rhjperbolê, 
prouve que le diamètre parallèle aux ordonnées; de 2d n'a qu'une longueur 
imaginaire , ou ne rencontre pas la courbe. Pour lui donner une Jongueur 
réelle, nous changerons donc le signe de. son carré, comme nous avons 
fait à Toccasion du second axe ( n^'. 204. 2o5 ) , et nous tirerons, de (/O et 
dciL): ^ . . 

substituant ces valeurs dans (7) , divisant tout par c* c^ , et faisant dispa- 
l'aître les diviseurs , nous aurons : , 



d'y'^±a^x'^ — ±d'd^, y» = ±— (d* — or'*) .... (2V); 

ar 

m 

c'est l'équation au centre et aux diamètres 2d et 2d. 
Si on voulait que le second devînt l'axe des a;, on prendrait les ordon- 



(*) On sait , par la trigonométrie (n*. 88) , que ^ 

sin ( m' — m ) = sinrn! cos m ^ sin m cos m* ; élevant au carré et transposant, on 
t)bticnt: 

siifnï cotm + sirûni cos* ni z=L2sinm! sin m cos m' cas ni 4. sin* im'-^m); 

* ■■'•*, • 

substituant le second membre dans le dénominateur du produit ci-* dessus ;, il 
contiendra le carré d*un binôme, que Ton pourra écrire coa\me daqs la formule 
suivaatc« 
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nées pour abscisses et les abscisses pour ordonnés /comme au n^ 218; et 
Ton aurait : . . 

ensorte qu'à chaque nouvelle abscisse répondraient aussi deux ordonnées 
égales et de signe conti*aire. 

253. Cela posé^ lorsque les sections ccmiques sont représentées par des 
équations de même forme que celles où entre le premier axe, deux dia- 
mètres , comme 2d et 2d' , dont chacun est au nombre des doubles ordon- 
nées, soit réelles, soit imaginaires, de l'autre, sont nommés diamètres 
conjugués. Nqus allons récapituler quelques-unes de leurs propriétés , que 
nous connaissons déjà. 

1^ Comme dans rellîpse ils rencontrent tous deux lacom-be, et que rîen 
ne les distingue fun de l'autre , on peut prendre pour le premier celui qu'on 
Tôudrà, le second sera toujours parallèle à la tangente menée à l'extrémité 
de celui-là (n^^ 227. 250). Quant aux axes on sait qu'on nomme le pre-^ 
mier , celui qui passe par les foyers et les sommets. 

2^. Dans l'hyperbole , un des diamètres conjugués rencontre décidément 
la courbe, et l'autre ne la rerfcontre pas (if*. 260. 252); nous appellerons 
celuî-l|^' le. premier ou le principal» et nous le désignerons par 2d; alors 
l'autre 2d' sera le second , et il sera parallèle à la tangente menée à l'une 
des extrémités du premier. 

. 3^. Quoiqu'il n'y ait qu'un système d'axes proprement dits , lesquels se 
rencontrent à angles droits , il y a une infinité de systèmes de diaméti^es con*» 
jugués , et ces diamètres font entr'eux des angles obliques différens (n^ 259X 

4®. Quant aux angles que ces diamètres font avec lé premier axe de la 
courbe , leur rapport est toujours le même , et il est égal à celui des cordes 
supplémentaires , qui est aussi constant ( n®*. 242. 250 ). Lors donc qu'une 
corde supplémentaire est ordonnée d'un des diamètres , ce diamètre-là est 
parallèle à l'autre corde supplémentaire ( n\ 260 ). 

254. Si Ton écrit idnsi la formule iF) : 

on Toît qu'en fixant la position d^un des diamètres , ou la tangente a de 
l'angle qu'il fait avec le premier axe, on trouve la tangente a' de l'angle 
que le diamètre conjugué fait avec le mèn^e axe > et d w même côté ^ c'est-^ 
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à-dire rers ]a droite ou ver» la gauche ; ensorte que la poaition de ce^aecond 
diamètre est aussi déterminée. Cela posé on pomTa calculer, par (A) et 
par (Z) , la longueur de ces deux diamètres. 

Et d'ailleurs il est facile; de voir , par Tune ou Tautre de ces formules , 
comment la longueur des -di/Férens diamètres varie suivant leur position 
relativement aux axes. En mettant dans {K) , par exemple , 1 — shi^ m à 
la place de i:o^ m^ extrayant la racine, et ne s'occupant d*abard que de 
Fellipse , on a ; 

Alors si Ton fait m nul, on trouve c?=: c; si Ton fait ensuite augmenter 
graduellement m , on voit que d va en diminuant , et cela jusqu'à ce qu'on 
ait m = 1 droit ; ce qui donne sin m = ^ = 1 , et d =a c'. 

Prenant après cela l'hyperbole , et . changeant le$ signes du numérateur 
et du dénominateur de iK) , on trouvera d'abord : 



•^"^^■fW"^"^^H"^p«"^F*;^"^w 



£* 'Ï53 ^K r ^'**-— "^^ >**— **— '^^^' M— *— i^^ 



■—4 
m 



Si. Ton fait alors m^ nul , on aura d=zc; . supposant ^ ensuite'^ que m ang* 
mente gradoellement, le- terme e» mpin^ ne sera: d'abord qu'une très-petite 
fraction de c^ + c'^^ et la valeur de d sera possible; mais elle ii^aen aug^ 
mentant , jusqu'à ce que ce> terme en- -~' du dénomklateuF égale le terme 
en 4-9 supposition qui donne' Ou*. 252 (Z^))< 

. . 1. « sinm^ c' 

c* sm^. m =?: c? cofi m , ou = — • . 

cos m c 

iQans. ce mo;nent on a^=; g^ et le diamètre n*êst autre. chose. que Fas/mp- 
tçtç (n% 2^,).. 

L'angle m continuant epsi^âte dlaugmenter ^ le. terme, as .moins remporte 
sur le terme en plus , et les valeurs: de -^..deviennent, imaginaires , parce 
qud les diamètres ne rencontrent . plus la courbe. Prenant cependant ces 
valeurs comme réelles, et pomr ceta-changaant dans la formule le signe du 
dénominateur seulement, nous trouverons: 



V- 



*r/.'a , 



c^e 



et 






,1 
II 



t 
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et noMB terrons qu'en faisant augmenter m, <? ira en diminuant, jusqu'à ce 
qu'on ait m 8=5 i droit > et jiw m = ^ = 1 ; ce qui donne d = ^. 

Dans l'hyperbole équilatère, les diamètres augmentent jusqu'à l'angle 
m str I droit y et ils rediminuent ensuite (n^ 240). . , 

266, On pourrait demander si les diamètres conjugués peuvent être 
égaux entr'eux dans tel ou tel système ; car il est bien évident , pat tout 
ce que nous Venons de dire, que le plus souvent ils ne le sont pas» ; . 

En égalant les valeurs de d trouvées pour les deux courbes, dans le 
numéro précédent , avec les valeurs analogues qu'on aurait pour df, on en 
tire sur le champ f sin* m ss sin^ m% d'où loii conclut, abstraction faite du 
^igne, sin m =z sin m' ^ cos m â= vos m% et 

sin m sin m' 



cos m cos m' 



Mais le produit de ces deux tangentes est toujotn^s en moins pour l'ellipse ^ 
comme on le voit en (/>, el vaut ~ — ; donc ici , quelles sont- égales > 

lune vaut + — - et l'autre — — . Ainsi les deux angles m et m! sont sup- 

plémens l'un de l'autre ; et par conséquent les deux diamètres conjugués 
sont dans ce cas parallèles aux cordes supplémentaires j4D et i?2>, fig. 77 
menées d'une des extrémités du petit axe aux deux extrémités du grand 
axe (n*. 245); ils font entr'eux le plus grand angle possible (même numéro) 
et c'est là le seul système dans lequel les diamètres conjugués puissent être 
égaux. 

Quant à l'hyperbole , le produit des deux tangentes de m et de m! est 
en plus , et vaut H — - ; donc ici , qu'elle» «ont égales , chacune vaut ~- avec 

^ C 

le même signe. Ainsi les deux angles m et m' sont égaux , ou plutdt n'en* 
font qu'un; ensorte que les diamètfes Conjugués supposés égaux coïncident 
entr'eux , et avec l'asymptote (n"*.. 240) ; ce qui Teut proprement cÊre , que 
dans cette courbe il n'y a jamais de diamètres conjugués- égaux. 

Cependant il j a exception pour rhjT)erbole équilatère; car alors c'sr, 
elle produit, des deux tangentes devient l'unité; ensorte que la tangente 
d'un des angles est toujoure la cotangente de l'autre, ou que" les deux an-'* 
gles m, m* sont toujours complémens l'un de l'autre (n". 244. note). Tous' 
le» diamètre» conjugué» «ont alor» égaux de deux exîf deux'; dômnie Cela U' 

. Ce 
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lieu pour Iç cercle. Il y a pourtant cette différence; c'est que tous les dla^ 
mètres du cercle sont égaux entr'eux , tandis que dans l'hyperbole équilatèrç y 
il n'y a que les diamètres conjugués qui soient égaux de deux en deux. 

Du reste Téquation de rellipae rapportée à ses diamètres canj.ugués égaux ^ 
rcd^mble tout^à-iait à l'équation du cercle ; car elle détient , en faisant dans 
<jZV> cP =; d . . . . y'^ + a?'* = d*. Mais il ne faut pas perdre de yue que 
daps le cercle , tes diamètres sont alors à angles droits , au lieu qu'ici, dans 
VelHpse, ih font entr eux des angles (Cliques. (Voyez le tf, 16.9 ). 

26^ Pour fc^re tomber sous les sens la longueur du secood diamètre conr^ 
}ugué de l'hyperbole, qui ne se termine: pas à la courbe, supposons^ quoA 
mène par une de ses ext;rémités et par l'extrémité correspondante du dia-. 
tnètre principal ^ une droite , et recherchons qu'elle doit être sa position. 

Comme cette droite coupe 1^ courbe dans le poio^ ( ^ >^ ) » ^on équatioi^ 
doit être dç la forme :. 

P un amtre cô^é le seco.nd diamètre > passant par l'origine > et étant parattèle^ 
à la tangente ai; poiftt ( *, 5), a pour équatiom 



e^» 



P'ailTeurs ces deux droftes se rencontrant à rextrémîté de ta seconde, ont 
dans ee point Iça mêmes coord.omiées , ou les mêmes valeurs pour a^ et px>ui 
y. Or 1 eliqiinatioii donne :. 

Cela posé ^ pour exprimer que ces: coordonnées appartiennent à l'extréBsiité. 
du secpod diamètre ,. il fKut encore qu'elles satisfassent à l'équation : 

Faisant donc leurs cadrés et les substituant dans cette équation, en trour^: 

(c^/»^^c'^»*) (a^cc^ôy _ 7/x 

Mais la Yaîeur à^ ç?'*, prise dans (Z^) > rendue réelle par le changement db 
signe du numérateur , et multipliée par ski^m' + W^* m' ^^ B^ :^ i, ce qjû 
ne change que sa formée > dei&ient ; ^ 



l 
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e* 0^* ( «n* m' + co^* m' ) 
■ 1 ■ ■ ■ • 

c* sin* m! — cos^m! 

sifi Tn! c'* * 

divisant haut et bas par co^ m' , «substituant à ; sa valeur -- — , faisant; 

^ cos rnl c^ ^ 

disparaître les diviseurs , réduisant , et mettant i^d^ à la place de 

c'^ ^ .^c^ff ^ quantités équivalentes par l'équation de Thyperbole , on « 
trouve : 

c* c'» 

Substituant ce^e valeur de d^ dans (0)^ effaçant h facteur commun aujt. 
deux membres , faisant disparaître les diviseurs , extrayant la racine , effec-- 
tuant les multiplications , transposant ^ et réduisant , on obtient enfin • . • . 

a" = — ' — . Ce qui indique que la ligne qui joint les extrémités des deux 

diamètres , fait avec le premier axe de la courbe , un angle égal à celui de 
Tasjmptote, mais de Tasymptote renversée, ou de l'asymptote à la courbe 
de la gauche ; et elle est parallèle à cette asymptote. 

Du reste , cet angle est aussi celui de la droite qui du même côté que la 
ligne précédente » joint les extrémités des deux axes ; car , passant par le 
sommet A ^ ( c , o ) » son équation est ^ = a"' ( a? -*« c ) ; et passant aussi 

par le point Z> (o, c' ) , on a c' =e — a'"c; d'où l'on tire a'" = — — . . 

Les deux droites en question , celle qui joint les extrémités des diamètres 
conjugués ) et celle qui joint les extrémités des deux axes , sont donc parai* 
lèles. ( Voyez la figure 80 ). 

267. L'équation aux diamètres conjugués et au centre étant de même 
forme que celle aux axes et au centre » toutes les propriétés indépendantes 
de l inclinaison des coordonnées seront ici les mêmes qu'elles ont été poui^ 
les axea. Et si on voulait transporter Torigine sur la courbe ^ à l'extrémiti^ 
d'un des diamètres » l'équation deviendrait ; 

2/^ = 1- (2rfx'q:*'*). . _ ... .;. . 



Si on voulait enfin avonr une équation analogue à celle au paramètre, et au 
sommet , on prendrait pour le paramètre p^ d'un diamètre qui renconUce ia 

Ce 2 
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courbe, une troisième proportioaiAellQ 4 c^ d^mètre. et k son cojcyugcté 
( n*. 207 ) ; ce qui donnerait ; * 



.1» 



S^=:pV-^^. 






ajoutant ee6 diluai équations meinbre à mevibre,^ ir^dtussart ensuite te secoue^ 



, C*> En nommant, h la bauUur de ce parallélogramme^ d^nt la base est d et 
Tautre côi^ d] y on aura Taire ég^ale à dhi mais la hauteur formant avec Je ae^ 
cond côté d' y et une portion de labaseiim triangle rectangle ^ qui donne . . •. 
i : d' :: sin p : /i, on &h:s:d' sin^v, et l'aire devient dd' sinv (v est icirangl^ 
^a d«ux diamitrés ). 

(**> Ces YaHem» j^ oucraiant servie i (faisifitics des calciUa précédons*. 



11 feut serféroeint observer^sur tout cecî, que si Ton désigne par a Titu 
^naibon d'\mfi droite sur uil diamètre , a ne sera plus la, tangente de cet 

angle, parce qu'on n'aura plus a = — r— > mais a =: -: (vl^. 121. 122)^ 

268. Voici maintenant deux propriétés remarquables et nouvelles., 
l*. CXi tire? d^e^ la, formule {M*) y rendue réelle pour le cas <te l'hyperbole ^ 
et après ftvoir exjraiit la, racine des. deux niiembres ; % 

dd' sin (^m' '^m)=s ce':. 

Or (m''— <7») étant Tangle des deux cfiamètrea^ le premier membre dfe^ 
cette équation représente Faire du: parallélogramme de ees deux diamètres 
(*) y et le second membre représente le rectangle des deux axes. On peut 
donc dire que dcuts F ellipse çt Phyperbole , le paraU^logranane construit 
sur deuoû diamètres conjugués quelconques y est équivalent au rectangle 
construit sur les cuves., 

2\ Un. diapgiètre d dfi Fellif se , aboutissant à nn point de la courbe (it, By^ 
on St 

En tirant d0 (;£) h» Talteur d^ cBanaètre conjugué^ com«t noua atMa. fi&li. 
au v?..^ If cm l'b^^rperbojie, on trouye de nbème : 
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au même dénominateur 9 mettait d^ cf^ ^^ c'^ ^t^ à la place dfi ç^tt^ à causer 
de réqu^tion cite la ooùrtie) et réduisant y on obtient ; 

<i* + <f» = c» + c*». 

Changeant ensuite <f en d'^-^ 1 > et c' en ç V*^ * t P^W avoir le cas d^ 
ITiyperbole^ on a: 

P'qû il réftutte que dans Fellipse la somme dês earr^ de deux diumètees 
conjugués quelçoiiifu^s , est toi^mrs égale à la sçiwhe des carrés des deuM 
axes i et que dans F hyperbole la différen/ce des cam^ dUn diamètre prin^ 
€tpajl et de son cojyiigué y est égale à la différence dee carrée du fHr^mier: 
axe et du seconde 
IXt re^te^ ces dew ibraptutea,, 

dd'sin(m''^m):^cé'y <P±d'*=:c^±i?^4 
«QnOt»^ 4Yeç (iO du ^^ 26i » 

sln m sin m* c^ 

cçs m cos m sç^» 

|ieuTent servir à calculer troia des aU quaiHltés^ c» c^^ d^ ^\ m^ m\ 

lox9qp!(M Qf>aaak le» trois witres^ 



X 
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CHAPITRE XÏV. 



De Fkyperbole rapportée à ses asymptotes» 

^69. C^HERCKONS maintenant quelle forme prendra ^équation de Hiypei"- 
bole 81 nous la rapportons à ses asymptotes : comptons par exemple les 
abscissses depuis le centre le long de rasjrmptote du premier angle et du 
troisième , en montant et en descendant ^ et les ordonnées le long de l'autre 
asymptote en descendant et en montant ; Taxe des a/ fera arec Vbx^ des 

X en dessus , tin angle ni , dont la tangente trigonométrique taut + ^^ et 

c 

Taxe des 1/ fera arec l'axe des x , en dessous , un angle m^ , dont la tan* 
gente trigonométrique vaut — ^- (n^. 239. 240 )» C'est<*à-dire qu'on aura: 



sm m 
cas m 



4.1 



sln m' 



cos m 






car ces angles sont égaux , ils ont le même cosinus , et leurs sinus ^ quoi* 
qu'égaux , diffèrent pourtant par le signe. 

N. B. Il faut bien observer que notre but actuel n'est plus de conserver 
]^ forme de l'équation ; voilà pourquoi ces valeurs ne s'accordent pas avec 
(^)(n*. 261). 

On tirera de là : 

c* sin^ m = c^* cos"^ ftii c^ sîn^ m! == c'* co^m\ 

Substituant dans la formule (G) du n®. 261 j les termes en x'^ et en y'* s'é-* 
vanouiront. D'ailleurs sin m' étant en —, le coefficient de a?y sera tout 
en -^ (n% 1640 > ^t l'on aura pour l'équation de la courbe : 

•— 2 ( c* ^î/i m f m m' + c'* cos m cos m! ) x't/ = — c* c^^ 

Mais puisque les sinus , indépendamment des signes ^ sont égaux , de même 
que les cosinus , on pourra écrûre : 

2 (c* sin} m + e'^ co^ m} xftf =5 ^*c'*t 
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W, en mettant c^ sin'^ m à U place de £?'* ços^ m , et diviaant par c^ ; 

Or nous savons que Vangle A^ dans le triangle ACDj B^. 81 , est égal à 
celui de Tasymptote ( n®, 266 ) ^ et peut donc être désigné par m ; ensorte 
que ce triangle donne ; 

i ; AD ::sinm:c\ 1 : ÂD^" ; : *m* m : c'^ , J > c* 4* ^^ • • *^* ^' • ^'^> 
et, par conséquent; 

Substituant cette valeur dans féquatî^on précédente, et réduisant, on obtient 
^nfin ; . 

260, I) fnudridt voir, avant d'aller plus loifn, si aucim autre système 
d'axes ne peut fournir une équation de cette forme. Reprenant encore Isk 
formule {G) y et supposant nuls les coéfficiens de a/* et de t^'^^ on aura ; 

sin^m c^ sin^mf c'* 

extrayant les racines , et prenant pour Tune le signe plus et pour l'autre te 
signe moins y afin (l'avoir deux axes qui ne coïncident pas , on retrouverft ; 

sinm c' sin m! d 

€çs m <r * cas rvf q * 

Il ny a donc que les. asymptotes qui puissent fournir une équation de h 
forme précédente. 

26 i. Si l'on écrit cette équation ainsi : 



tf — ^ 7zr> 



|ae phtt af^ augmente 
tpproche sans cesse d 



I J I ■ !■ 



<*> On trouverait de loénie, si on le voulait , cAf*7ra=:— — 



<» + c* 



œ' 
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pour que Ton eAt y' = o , il faudrait que Ton p<rt faîi*e a/ == |. Voilà |>ottt 
la branche supérieure de Thyperbole à droite, et aussi poiur la branche in- 
férieure dé rhyperbole à gauche, puisque si Ton prend a?' en <^— , il faut 
aussi pi-endre 1/ en —, pour que le produit des 4eux soit toujours en +^ 
comme le veut l'équation. ^ 

Quant aux deux autres branches de la eourbe, à droite et à gauche, on 
tara les mâmes léafiltiiSp comme on le voit ea écrivaiU: 

Enfin U est éiàdent que pour chaque taleur de x* , on n^aura qu^une va- 
bnr 4e ^ , $t réciproquemient ,£t cela ^st 4'aecoFd avec ce que nous avons 
Vu au n^ 222, relativement aux sécantes qui ne rencontrent la courbe qu'en 
im point. 

262. Remarquons que gf^ c= c^ + c^* =^Z>'; ensorte que , 

\g^ = f (c* + (f^) = \AD^ :±=:AS^=xCF, parce qtie ^E = CË = \AD 
(L^angle Cj^È z^ jiC£ Qn^. à66), le reste s^ensuît évidemment). Dési- 
gnbhs Tune ou Tautrb de ces lignes égales CE , AE , qui sont Tabscisse et 
l'ordonnée du centre f ' par « | neus aurons i 

et aous pourrons dire que je tteclangk de deux Cûordannéès correspond 
demies quelconques , est toi^ours constant^ et éguivfllent au carré de Ifabs^ 
cisse ou de t ordonnée du sommet de la courbe^ 

Cette quantité «^ , ou ce carré de Tordonnéç du sommet, a été nommé 
la puissante de l'h^erbole. 

Du reste on pept présenter cette propriété mt peu 4iffére»mcnt On 
peut , au lieu de considérer le rectangle de deux coordonnées correspcm'^ 
dantes quelconques , considérer le parallé^ogr^unine qu'^U^ font réellement 
cntr'elles ; et comme l'angle des as/mptotes est* égal à 2/n, laire du parai* 
lélogramme en question vaut ( n°. 2JS8 ^ n<He ) : 

. a/i/ sin 2nu 

D'un autre eôt^,^i ap l^u^c cpfi^ér&r Ji^ çtxré d'ïine:4e* <ioord<3^néei 
du sommet , nous considérons le losange que ces coordonnées font réelle*' 
inent éntr'êllés , . son âurêltm'à pour expression : 

' * i • •»* sin 2m. 

Or 
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^ôt pmsqti'ott à x'y' = «* , on a aussi : 

x'y' ^in 2tft = ^* wn 2/rt. 

t -est-à-dii'e que le paraîlélogranurie de deux coordonnées correspondantes 
(/uelconques est équivalent aU losange des coordonnées du sommet. 

Ce losange pouiTalt aussi être ïiommé puissance de l'hyperbole ; on a 
même désigné ainsi lé grand losange quadmple de celui-là , qui a les deux 
^axes. de la courbe pour diagonales , et dont l'aire vaut g^ sin 2m. 

Du reste lorsque Thyperbole est équilatère , comme c' =: c , on a : 

sin fn , sin w! 

^ ;. =^ — 1 ; 

cos m ^os m 

^eiisorte que l'angle des asymptotes est droit , et le dernier théorèrile n'est 
autre chose alow que le précèdent. 
263. Si Y (M a une s^^mte passant par tin point (»y fi), son équation sera 

^e la forme : 

y -^ À •== a (x' -— à); 

t 

•et si Ton veut tiherchêr la valeur des coordonnées dés points d^interséction , 
'On la combinera avec l'équation : 

x^y'=^'; 

*0n trouvera par l'élimination, en observant que »»* =»$ (lorsque le point 
(« , * ) est sur la courbe, comme nous allons le supposer , pour plus de sim* 
|)licité)| on trouvera, dis- je : 

Si l'on fait alora ia = o , ou si l'cm imagine que la sécante soît parallèle 
à l'axe des x* ou à la première asymptote , il n'y aura qu'un point d'inter- 
section, parce que l'équation en x' ne sera plus que du premier degré (n*^. 222). 
Il en sera de même si la sécante est parallèle à l'axe des t/ onk l'autre asymp- 
tote , parce qu'on rie change point Téquation de la courbe en mettant y[ 
pour x' et x' pour y\ 

Pour tirer de cette équation la valeur de a qui xronvient à la tangente, 
nous Vécrîrons ainsi : 

Dd 



>» 
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et nous supposerons que Ton a, en mettant 4 à la p!aco de a (u^ 472): 

«foù Ton conclura facilement 4 == — ^ ; ensortequeréquatîon de la tan- 
gente sera: 

264. Si dans cette équation on fait y' = Oy il est clair que x"^ vaudra CTy 
fig. 82 ; on aura donc la soustangente TP z=zCT -^CP =^x' ^^ f»^ •=. ^, 
C'est-à-dire qUe généralement la soustangente est égaie à rabscisse du 
point de contacta 

265. De plus , les triangles semblables AfTPy CTt, à cause de CP=r TP^ 
donnent Mt = MT; c'est-à-dire que la portion de la tangente indéfinie 
comprise entre les deux asymptotes est coupée au point de contact en deux 
parties égales. 

Cette propriété peut être généralisée ,. et elle s'étend à toutes lea ^écantet 
qui rencontrent une des courbes en deux points. 
Reprenons Téquation de la sécante RSy fig. 81^, 

et faîsons-jr y'^szzOy nous en tirerons a?' ou 

C7o ss — — *-^ 

a. 

Mais on Toit dians Téquaiion. 

au^l^ „ uff 

a? * — a? •— — = ^». 

Ot a, ^ 

que cette vafeur n'est autre chose que la somme des dieux vateurs de a?*^ 
ou la somme des abscisses des points d'intersection ; d*oû résulte :. 

donc JPTt = QS; donc les dieux triangles QSNyFLRy sont égaux, et par- 
conséquent NS. = LR. Ainsi, les deux parties d'une sécante comprise entcc: 
la courbe et les asymptotes aont égales». 



BAPPORTÉS^A SES ASYMPTOTES. 211 

366. Laissons la normale ^ et faisons encore un rapprochement assez cu- 
rieux de ce que nous venons de voir avec ce que nous avons déjà vu au 
n*. '266. 

Menons au point de contact ( « , ô ) fig- 82 , le diamètre CM ou d , les 
triangle» MCP, MTPj donneront, en observant que TF =^ CP=i k^ en 
nommant ^ la tangente A/T, et faisant H = 1 (ïf\ iOO. 137. 146, lÀS. 166.>: 

d* = »' + ^+2«^ cas 2m, ^»= «* +ô*— 2«i3ira.y2m, 
d'où l'on tirera^ 

Mais , par la trigonométrie : 

cas 2m = cos^ m — sîn^ m , 
tl pat ce que nous avons vu au n*. 269 , 



c'» . c* 



jîn* m =:^ — -: — -• , cos^ m 



r^ — c'^ 



c» + c'* ' c* + c'** 

ce qui donne : 

tos2m^ 
D'un autre côté l'équation de la courbe devient 

Substituant ces Taleurs dans le second membre de (P) , on obtient : 

Or, nous avons vu (riV258) que 

cp — d'* =£: c* — c'%- 

donc i =s« d'. C'est-à-dire qu'un demi-diamètre conjugué quelconque est tou- 
jours égal à la tangente menée à l'extrémité du diamètre principal. Cela 
s'accorde avec le n^. 266« 



Dd2 



( m ) 



Ç h: AP IT R E XV. 

- 

prçblèmes géometritjues nlatlfs aux sections coniques. 

J>iC]iUlB CES COURBES JLV MOyEN DE CERTAINES POl^KEES. 

Procédé général^ 

267. v;'est celui du n*; 200, qui çonyieut aw( trois «eoUpnsr eoAiques^^ 
^t même au cercle et à la, ligne droite (n^ 214 )• 

Nous avons vu que pour déterminer, unp de ces courbes,. il. fallait au moins.; 
4eux constantes , sauf pour la parabole , où Ton a. toujours ./i= 1 (a®. 202). 
Si Ton n!avait aucunes données., on les fixerait à volonté ; ainsi ce cas rentre 
dans le précédent. Voyons donc, avant toutes. ohoses, comment au mojeu 
de certaines données, on en peut déterminer d'autres , sans cependant avo'u: 
la courbe, ou lorsqu'elle n'est pas. encore décritç. • 

Si on donnait la distance du sommet au foyer d'une parabole , c est-à- 
dire/, fig% 69, il serait bien facile de décrire la courbe, et l'on aurait aussi^ 
le paramètre^ puisque />= Âh Si. on. connaissait seulement p, on euprenr 
drait le quart et l'on aurait h 

Si on donnait pour une ellipse / et p, fig. 70 , .ou AF et FG\ on ferait 
AL •=& AF çt la construction^ serait fapite. Si on donnait les deux axes , on 
porterait ACtXi Df pour déteirminer le foyer (ll^ 208); on ferait ensuite 
ÀL=^ AF et CE — FD = AC,, ou BI = Fffy et pw lea pointa i et £^ 
DM L et /, on mènerait T'LJly etc. Si on ayait, 2ç et /,. ou. A3 ci AF\, 
on; ferait AL=s AF et BI,^=- FB , tic* ; ou , après av.oir meuaé mç le miUieUt 
C de AB la perpendiculaire CE y on. porterait AÇ en /7>, pour avoir le 
demi-petit, axe , etc. Si on connaissait le graii.d; axe et le paramètre , on. 
prendrait une moyenne entre ces deux lignes pour avoir le petit axe, etc. 
Si on donnait le petit axe et le paramètre, on. chercherait une troisième > 
proportionnelle au paramètre et au petit s^e, pour savoir Iç grand axe ^^tc. 
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Çoân û on cfoanajt.le petit axe et la dlUance du sommet, ad fày^n, on 
chercherai^ une troisiènae pjroportionnelle ^ l et . à c' , . et ce aérait 2(? -^ / 
ou FB (n*. 208,); en y ajoutant / pu AF on aurait ^5, etc. 
On opérerait d'une manière anc'vlogue pour. Thyperbole , fig. 71. Par exem- 
ple , si on avait les deux axes , ou porterait la distance AD en CF pouf 
déterminer le foyer (»°. 208.) , faisant ensuite AL^z=zAF et Bl = BF ^ on 
mènerait ILG' etc. Si on donnait A Et et AFy on ferait encore AL = AF 
et BJzrx BFj etc. Mais si on voulait trouver le pjetit axe ,. on porterait FC 
^ AD pour détermine^ CD (^^ 208), Etc. etc. 

, Procèdes, cpmnuf^ à plusieurs çoïkKbes^ ou {malogues éntr'eux. 

?68. £x.i,iP^ Dotmées , le prefrUer aatç et Ips foyers. 
. Dans Tellip^e , lo premier axe ept égal à U somme àxA rayons Yect^r$, 
(,n^ 2^5)-, ,, , ... / 

Ainsi , depuisrri un d«^ fflyew cot^ij^ centre., ^t avec un rayon à volonté , 
mais plus petit que l'axe , on décrira un cercle entier ; depuis Taulx'e foyer 
et avec un rayon égal au reste de l'axe^ on décrira un- auti^e cercle entier • 
les deux points où ces cercles se couperont y au-dessus et aurdassous de 
Taxe, -^çpaji tiendront à la courbe, puisqu'ils satisferont à la loi énoncée. 
En Répétant rppér^ti^Mi. avec d'antries^rayonp, on obtiendra de nQisiveaju^^ 
points, 

Hr££SBpi.f;^ LesminHS données quepour^ TçUipse. 

Pans^ cette courbe le premiei? axo çst égal a la diiTérencg des rajwn» vec«. 
^eurs (tf. 215). ^i 

Ainsi, depuis Tun des foy^î? comme centre, et layec un ri^on à volonté, 
mais que nous supposerons d'abord plus grand que le premier axe, on dé- 
crira un cercle entier; depuis Tautre. foyer ,^ et' avec un rayon égal à ce. 
que le premier a de plus que Taxe , on décrira un autre cercle entier ; les 
deux points où ces cercles se coupwo^t ,• au-dessus et au-dessous de lVi?(e , 
appai'tieadront évidemment à la courbe. En répétant ropération avec d'au-, 
très rayons., on obtienidi-a lie nouyeara powts^ 

Du reste , si le premier rayon était plus petit que Taxe , il fewdrait y> ajxwter- 
Faxe pour avoir l'autre Kiyon. 

N. B. Ces procédés ont l'incoBvéïjient de ne pas foumh- immédiatement 
Iça ordonnées <|ui. corre^^oient à de» ^cis^es diétenmnées ; m^ia le pro-^ 
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cédé général satwffait à cette condition , et notis en atirott» d^àutreé jtnéorer 
269- Le« propriété» de Tellipat et de l'hyperbole que nous venons de 
citer, peuvent servir à les décrire par un mouvement continu. 

Pour C ellipse. On fixera aux deux foyers^ F, ^'vfig* 83 > *«» deux bouts 
d'un fil,- ou d'une corde, JP MF' y dont la longueur ëera celle du grand axe 
j^B; on tiendra ce fil toujours tendu au moyen d'un style Af , que Ion fera 
glisser tout autour des foyers ; il décrira ainsi une ellipse , puisque la somme 
des rayons recteurs J/jp + -A^-^' »wa constamment égale au grand axe. 

Pour r hyperbole. On fixera au foyer 7^', fig. 84, une règle /^'O. mobile 
autour du point F'; on prendra ensuite un fil FMO ^ d'une longueur telle 
que Ton aît F' MO ^^ FMO -=l AB ^ et dont on attachera les extrémités. 
Tune au bout O de la règle, l'autre au foyer F^ on tiendra ce fil tendu 
et appliqué en partie contre la règle , par un style M , que l'on fera glisser 
le long de la règle, pendant que^elle-ci tournera autour de -F' ; il décrira 
ainsi une portion d'hyperbole ; car puisqu'on a F' MO — . FMO =s AB • ou 
J'M-^MO — FM--- MO Œ AB^ on a aussi, en réduisant , 

F'M--FMz::=AB. i 

: 270. £LLXt>s£ ETârpfeRBOLEi Données , deux <Jiamètres conjugués et V angle 
qu'ils font entr^eux. :. . .: 

•L'équation aux diamètre» conjugués étant la même que l'équation aux 
axes (n^, 262. *267), il suffit ici pour avoir la long«étlr des ordonnées de 
les chercher comme si les diamètres donnés étaient les axes, et comme si 
leur angle était droit; ensuite à chaque abscisse ^ayàttttirie ordonnée rec- 
tangulaire.; on eft mènera une nouvelle égale a cellfe*là, mais faisant av^c 
l'abscisse l'angle oblique donné ; la courbe qui joindra les extrémités de ce» 
nouvelles ordonnées , sera la courbe demandée* 

Procédés particuliers: •' 



> ; 



271. Pour la ^arabôlb. Donnée y le paramètre. 

L'équation y* =::/?j? , donnant* la proportion p^t/'-y^-^y ^t d'sulleurs 
l'ordonnée dans le cercle étant moyeniie propoiiionhelle entre les' deux seg- 
mens^ on potirra recourir: au cercle. pour décrire la parabole; il faudra 
alors qu'un des segmens soit fixe et égal à /> , et que Tautre segment soit 
variable, et pai- coilséquent aussi le diamètre. ' ' 

^si donc, sur im& ligne imléânic > fig. 86 , oto prendra AB±sp^ et tfe^ 



puÎ8 dJfféréna points de cette ligne , avec des rayonè différens , mais jamais 
plus petits que | JB^ on décrira difFérens cercles passant tous en B ; on 
élèvera au point ^ , et aux extrémités différentes de chaque diamètre , les 
perpendiculaires indéfinies dj4D , mPM , etc. , et depuis tes points dlnter- 
section dyD^ etc.^ on mènera^ paraUèlement à j4PP* , des droites dm, 
J9M, jusqu'à la rencontre des mPM ; les points m. M, etc., déterminés 
de cçtte manière > appartiendront à la parabole demandée ; car, par I^ 
propriété du ceixle, on aui"a toujours :, 

AB'.ADv. AD :. 4P > W '4^ ' MP :: MP : AP ^ 

OU enfin; 

p \y \\y\x. 

272^ Même donnée^ 

Puisque chaque point de la parabole est à égales distances dU foyet et; 
de la irectrice <n**-. 214), on peut décrii^ cette couïbe ainsi :f 

Sur une droite* indéfinie AX, fig, 69 , on prendra AF^=AT* =; \p; par 
le point TJ ainsi déterminé, et par différens points P à^ AX^ on élèvera 
les perpendiculaires T'Z ^PM ^\^X.c.\ ensuite , depuis, le point /" comme 
centre, et avec des rajons égaux à chaque T'P y on décrira des arcs de: 
cercle qui couperont chaque PM en M: les differens points M appartieur- 
dront à la parabole demandée; car on aura toujours MF'==^ T*P=z MQ. 

273. On peut aussj, d'après dette propriété /décrire la parabole par ua 
mouvement continu. 

Sur une droite indéfinie i^:^, fig; 86 y on prendra A F =? AT' = ^p; par- 
le point Z* on fera passer , à angle droit , une règle ZZ'\ qui sçra la direc- 
trice , tandis que F sera le foyer j on appliquera contre la directrice yne 
équerre i?^0, mobile suivant la longueur de' ZZ' ; on prendra ensuite 
un fil FMO = VMO y on en fixera une extrémité en F et Fautre en O; ont 
tiendra ce fil toujours tendu et appliqué contre l'équerre , au moyen d'uni 
style M , que l'on fera glisser le long de cette équerre , pendant que celle-. 
ci s'avancera suc la directrice; il décrira ainsi une partion de parabole^ 
puisqu'on aura constamment MF = MF.. 

274. Autres donnéer. 

Si on donnait , non le paramètre de ta courbe , mais fe paramètre d'un 
de ses diamètres ( n®. 24a ) , avec Fangle- des coordonnées y qui varie d'un 
^amètrc à l'autre ( if. 24l7 )«; on observerait que l'équation de la courba 
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^tant pour lUi diamètie la même que pour Taxe ( n*. 249 ) , il suffit pdUr 
avoir la longueur des abscisses qui correspondent à chaque ordonnée , dô 
les chercher comme si le diamètre était laxe, comme si Tangle des coor- 
données était droit , et comme si le paramètre p' était celui de Taxe ; ensirif e 
à chaque abscisse on mènerait une nouvelle ordonnée, égale à l'ordonnée 
rectangulaire , mais faisant avec l'abscisse l'angle oblique donné ; la courbé 
qui joindrait les extrémités de ces nouveftes ordonnées serait la courbe de^ 
mandée. 

275. Pour l'ellïpse. Données , lés deuqp axés. 

Les deux proôédcs suivans reposent sur la propriété que nous avons faSt 
connaître au n*. 219, et qu'il faut revoir. 

1®. Ayant décrit sur le grand ax€ A1B ^^ fig. 87, et sur le petit axe DL/ s 
pris pour diamètres , deux cercles concentriques , si Von mène cfifférentcs 
ordonnées MP au grand cerclé, et iUfférens rayons CM^ et qu^ depuis ies 
points n , oi!i ces rayons couperont le petit cercle , on mène les pai-aRèles 
jT^n au grand axe, les points m, où ces parallèles rencontreront les ordou"^ 
fiées I appartiendi^ont à lelUpse demandée; car on aura toujoui*s: 

niP : MF ::nC : MC^ où y : Y :: c' : c. 

2^ De différent points N^ fig. 88-, pris sur le petit axe ou sur son pro- 
longement , à une distance taoindre du grand axe que la difiërence c — </ 
des deux demi^axes , et avec un tayoïi égal à cette différence , on cfécrîra 
des arcs qui couperont ^B aux diftérens points E ; on mènera ensuite les 
droites NEM^ que l'on fera égales àc, alors les points J/ appartiendront 
à Tellipse : car si avec les rayons NM^ et depuis les points iVpour centres , 
on décrit les arcs ML , qu'on mène jes cordes MJL perpendiculaires sur 
AB^ et les droites -AIQ^ parallèles à cette ligne, on aura toujours : 

MP.MQr.ME.MN, ou y\Y\:c':c. 

Au reste la ligne NM pourrait être une règle égale à r , sur laquelle on 
aurait marqué la distance NE . égale à e — t/ ., et que Ton ferait mouvoir 
de manière que son extrémité N glissât le lon^ du petit axe , et que le point 
E restât toujours sur le grand axe ; son autre extrémité M décrirait ia 
courbe. 

N. B. Les deux procédés que ndus venons de voir dépendent de la des- 
cription du cercle ^ qui est. touj«!iirs facile ; si on voulait les appliquer A 

ITîyperbole , 
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Hiyperbole, il fiùidrait partir de Thyperbole éqiiilatère , qui n'est pas plus 
facile à décrire que Thyperbole ordinaire (n\ 219). 

276. Pour i^'HYPiaBOLE. Données 9 les asymptotes et un point de la courbe. 
Le procédé suivant est fondé sur la propriété q& nous avons développée 

au n^. 266, 

Par le point donné L^ûg.ii, ajant mené des droites terminées aux asymp* 
totes, on trouvera sur chacune de ces di'oltes un nouveau point de la 
courbe , en portant chaque RL en SN. 

Si fon avait pour données les deux axes , on aurait donc aussi un point 
de. la courbe , savoir l'extrémité du premier axe , et l'on pourrait faire usage 
de la construction précédente , en commençant par déterminer la position 
des asymptotes. Pour cela , il suffirait de mener par le centre deux indéfi- 
nies parallèles aux droites qui joignent les extrémités des axes , fig. 81 ; 
elles seraient les asj^mptotés mêmes (n^. 266). 

S. 2. 

Avant xes courbes, trouver leurs diamètres, xeurs axes, leurs 

asymptotes. 

277. Pour l'ellipse et l'hyperbole. Connaissant les cuves , trouver deux 
'diamètres conjugués qui fassent entr'eux un angle donné. 

Les diamètres conjugués ne se rencontrent jamais à angles droits (n**. 263) 
^t par conséquent ils font toujours entr'eux un angle aigu et un angle obtus 
supplémens l'un de l'autre ; donner un de ces angles c'est donc aussi donner 
4'autre. 

De plus les diamètres conjugués sont toujours parallèles aux cordes sup- 
plémentaires que Ton peut mener des extrémités de chaque axe dans l'el- 
lipse , et seulement des extrémités du premier axe dans l'hyperbole ( n^^ 244 
253). 

Enfin les cordes supplémentaires du grand axe dans l'ellipse font en« 
tr'elles un angle obtus , celles du petit axé un angle aigu ; mais dans l'h/per^ 
bole elles ne font jamais cntr'elles qu'un angle aigu ( n^ 245 )• 

D'après toutes ces considérations, le problème précédent peut s'énoncer 
ainsi: étant donnés les axes, trouver deux diamètres coryugués qui /as- 
sent enttfeux un angle aigu donné. 

Ee 



Sur le petit axe de Tellipse, ou sur le premier axe de rhypërbolé, on 
décrira un segn^nt de cerde capable de l'angle aigu donné ( Géom. Append^ 
Frob. XXni )y et le centre de ce cercle sera au-^dessus de l'axe en question ; 
par un des points où cet arc- coupera la courbe V on mènera des cordes sup- 
plémentaires aux extrémités de ce même axe ; enfin par le centre on ferai 
passer des parallèles à ces cordes; ces parallèles seront les diamètres 'de-^ 
mandés : il ne restera plus qu'à termmer convenablement le second dia-^ 
mètre , dans le cas de l'hjperbole ( n®, 256^ X 

Il &ut remarquer que le problème sera toujours possible dans Vbyper*- 
bole y qarce que l'angle des. cordes supplémentaires , dans cette courbe ^ 
parcourt tous les degrés de grandeur, depuis lûO'' jusqu'à 0^. U n'en e&t 
pas de même dans l'ellipse où cet angle n'augmente ou ne diminue que ju»^ 
qu'à un certain point ( n^. 245 ). Si dans ce cas l'angle donné sortait de ce^ 
limites^ l'arc de cercle ne rencontrerait point Tellipse allleurs> qu'aui^ 
extrémités de l'axe. 

Il faut remarquer encore que si pour l'ellipse on donnait un angle obtus ^ 
on n'aurait pas besoin de chercher son supplément , parce qu'on pourraît 
faire la construction précédente sur le grand axe , au lieu de la. faire sur le 
petit. Dans ce cas le centre de Tare de cercle serait au-dessous de cet axe. 

278. Si Ton demandait de trouver les diamètres conjugués égaux de l'el- 
Upse, il est évident (ï^. 266) qu*il suflSrait de mener par le centre des 
parallèles aux cordes supplémentaires qui joignent une des extrémités d'ua 
axe avec les deux extrémités de l'autre. 

279. PoDB l'ellipse et l'hyperbole. Etant donné le centre , sans les 
axes y trouver deux diamètres conjugués faisant entr'eux un angle donné. 

Si l'angle donné est droit , cette recherche sera celle des axes ; mais c^ 
91'est qu'un cas particulier ; voyons la chose d une manière plus générale. 

Si Tangle donné n'est pas da*oit y on pourra ramener le problème au car 
de l'angle aigu. 

Cejft posé y comme on a lie centre ^ il sera facile de mener par ce point 
nn diamètre quelconque qui rencontre la courbe ; et puisque les propriélé% 
des cordes supplémentaires aboutissant à ce diamètre sont les mêmes que 
celles des cordes supplémentaires aboutissant à un axe (n^ 257), nons 
pourrons opérer ici comme au n\ 277. 

Ayant donc mené par fe centre un diamètre quelconque , mais qui abou-^ 
tisse à la courbe > on décrira sur ce diamètre un arc de cercle capable dt^ 



]Pàngle donné ; depuis le point où cet arc rencontrera la courbe , on mè* 
hera des corde» supplénientaires aux extrémités du diamètre en question ; 
puis par le centre on mènera des parallèles à ces cordes ; ces parallèles 
seront les diamètres demandés , sur quoi Ton fera dts observations analo- 
gues à celles du n*. 277. 

On opérer^ de même pour trouver les axes, si l'angle donné est droit ; 
mais dans ce cas le^ centre du cercle décrit ne sera autre chose que celui 
même de la courbe, ce qui rendra la solution plus simple. 

280, Pour l'htperbole. Etcmt donné le centre et non les nxes^ trouver 
ks asymptotes. 

On commencera par cherchei? les axes, par le n^ précédent, et Toi^ 
déterminera ensuite les asymptotes par le procédé indiqué au n^ 276. 

AfAKT tBS COUaSBS, tSUR MfiK&a B£S TANGEKtEff» 

Procédé général; les foyers étant cowius^ 

â8î. 1\ Le point donné est sur la coiîrbe. 

Supposons pour^ un moment le problème résolu, et repi'ésentons-ttoui 
quon ait déjà mené par le point donné il/, fig. 89, 90, 91 , la tangente 
AfTy la normale MN, et les rayons vecteurs fM^ F'M^ on aura pour l'el- 
lipse, fig. 90, fM/V=^F'MN; pour Thyperbole, fig. 9i^FMT—F'MT; 
et pour la parabole, fig. 89 , l^ine ou l'autre de ces égalités , suivant qu'on la 
considérera comme une ellipse ou une hjrperbole , et qu'on prendra le point 
F* vers la concavité de la courbe ou vers sa convexité ( tP. 242 )% De là 
Tiésulte ce procédés 

Joignez le point M avec les deux foyers , et partagez Tangle des rayons 
vecteurs en deux parties égales , par une droite à laquelle vous mènerez 
une perpendiculaire au point M; upe de ces droites sera ia normale, et 
l'autre 8ex*a la tangente demandée < n*. 242 )* 

2^. Le point donné G est extérieur ; et il s'agît de trouver le point de 
contact M. 

Supposons que le problème soit résolu , et que Ton ait déjà la taugentç 
et la normale ; il est évident que si par le foyer F on mène une parallèle à 

£e 2 
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la normale , et qu*on la termine en jE à la rencontre du rayon vecteur dt 
Vautre foyer ou du prolongement de ce rayon , la tangente sera perpendi- 
culaire sur le milieu de cette ligne FE y et l'on aura ME =;= MF et G£ = GF^ 
Ainsi le problème se réduit à trouver le poÎAt £ ; pui^q^ue le .point Af est 
sur la droite F'E ou sur son prolongement 

. Or le point E est à une distance de F' égale à la somme ^ à fo difS^ 
rence d^es rayons vectem's., c'est-à-dire au premier axe ,. parce que . . . ^ 
ME = A/jF. Ce. point E est de plus à une distance du point donné G égale 
à GFy parce que GE =;= (?F, d'où résulte ce^te construction ; 

Du fcyer F% pris pour centre, et d*un rayon égal au premier axe> dé- 
criyez un cercle entier; du point 6, pris pour centre, et d'un rayon égal 
à GFj décrivez un autre cercle entier ; menez enfin une droite par un des 
points d'intersection de ces cercles et par le loyer F\ elle déterminera sur 
la courbe Le point M cherché. 

Pour appliquer cette construction à îa parabole, il faut observer : 1^ Qu'ua 
cercle décrit avec un rayon infiniment grand ,. n'est autre chose qu'une ligne 
droite. 2**^ Que puisque le centre de ce cercle est supposé être sur l'axe ,. 
la ligne d^'oite en question doit être perpendiculaire à cet ax.e. 3^. Que dans 
l'ellipse et l'hyperbole le sommet dfe la courbe se trouve à égales distances^ 
entre le foyer F et le cercle décrit depuis le foyer F! ;: et que par consé* 
quent dans la pi^abole le sommet doit è^re aussi placé à égales distances 
entre le foyer F et la. perpendiculaire à l'^e dont nous venons^ de parler. 
4^. Que cette perpendiculaire se confond donc avec la. directrice. De tout 
cela il résulte qu!on» peut modifier ainsi. ^ pour cette, courbe y. la. construction 
précédente :: 

Menez la direclarice , et du point G pris pour centre , et avec GjP pour 
,xayoa, décrivez^ un cercle ;. enfin par un des points E où ce cercle coupera 
là directrice , faites passer une parallèle àr Taxe ; elle déterminera sur /a 
courbe le point d'e contact M , 

iV. B. Comme on peut toujours mener par un point extérieur* deux tan^ 
gentes. à une section conique (n^. 223) , il est évident que les cerclés dé^ 
crits des points F' et G auront deux points dfintersection ; ce ^e l'on pour-* 
sait du reste faire voir par des considérations géométriques. Tout comme 
on pourrait prouyer aussi , par les mêmes moyens , que la droite GT tt!a 
^un point de comunu avec la courbe^ 
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Pour T ellipse et Vhyperbale ; le centre étant connu». 

282. Le point donné est sur la courbe. 

Le procédé suivant repose sur ces consîdératîons : T; Que si on pren<| 
pour axe des Ir un diamètre , et pour origine une des extrémités de ce 
diamètre , Taxe des y ne sera autre chose que la tangente à ce point ; que 
d'ailleurs en menant d'une des extrémités du premier axe de la courbe une 
corde parallèle à l'un des nouveaux axes , la corde suppfémentaîre sera aussi 
parallèle à Tautre de ces axes (n*. 250), 2\ Que tes propriétés des tan- 
gentes et des cordes supplémeitfaires , rapportées aux diamètres conjugués y 
sont les mêmes que lorsqu'on rapporte ces lignes aux deux axes de la courbe 
«.267). 

Pour trouver donc la tangente au point Jfef donné, fig. 92, on mènera 
par te centre un diamètre aboutissant à la courbe , mais non au point M ;. 
on en mènera ensuite un autre au point M'^ s'il n'est pas déjà mené.; puis, 
d'une des exti'émîtés du premier , on tracera une corde parallèle au second -^ 
et joignant l'autre corde , on lui mènera enfin une parallèle par le point M'y^ 
cette pax^allèle sera la tangente d^smandée*. 

Pour la Parabole seule ; taxe étant connu^ 

283. Le point donné est sur la courbe. 

Il est évident > par le n®.. 229 > qu'il suffit d'abaisser Tordonnée du point 
M y fig. 72 y et de prendre la soustangente égale au double de l'abscisse ; 
par le point T ainsi déterminé ,. et par le point donné M y ou mènera unie^ 
ctroite , qui sera la tangente demandée* 

Pour T Ellipse seule; Voixe étant connue. 

284. Le point donné est sur là courbe^ 

"Le procédé suivant est fcmdé sur les observations àx a^. 24 £ , qull fâult 
yevoii'. 

Depuis le centre de la courbe , £g.. 9^, avec un rayoa égal' au demi^ 
grand axe , décrivez, un cercle ; menez ensuite l'ordonnée du point M ^ en 
la (MTolongeant jusqu'à la rencontre du cercle en M' ; construisez lia tat^ 
gente iMT an cercle; alors la droite JfTsera la tangente de rellipse. 



j|22 ÏXOSixiMES GÎËbMÉTBIi^mS tJlLATm AUX SCCT. CONt^ 

iV.i?. Le même procédé ne peut pas s'appliquer aux autres coiiit>et> 
i[>arce qull faudrait , au lieu de cercle , décrire des courbes du genre des 
paraboles ou des hyperboles proposées ^ et leur mener des tangentes ; ce qui 
ne simplifierait point la question^ 

Pour tSgptrbélt seule ; k centre étant cùmM. 

285. Le point donné est toujours sur la courbe. 

X^e procédé suivant est fondé sur ce qu'en rappoUàAt l'hypeibole k set 
asymptotes ) la soustangente est égale au double de l'abscisse (n^264)• 

Commencez, fig. 82, par déterminer les asymptotes, si vous ne les avez 
pas déjà <n^ 280); menez ensuite l'ordonnée 3/P du point M\ prenez fa 
soustangente TP égale à l'abscisse correspondante CP ; et par le point Z*^ 
«insi déterminé 9 menez la droite MT ; ce sera la tangente demandée. 

2&6. Voilà sans doute les principaux problèmes relatifs aux sections com^ 
^ues ; on en pourrait proposer une infinité d'autres, soit géométriques , soit 
«tlgébriques ; nous nous bornerons à ce que nous venons de voin Nous aU 
Ions maintenant, dans une Appendice, prouver que ces courbes peuvent 
naitre des sections planes que Ton fait dans le cône , ou de la dlscuasioa 
4e l'équation générale à deux indéterminées du second degrés 
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APPENDICE 



A LA SECONDE PARTIE. 



CHAPITRE PREMIER.. 
Des sections coniques considérées dans le cane et dans lé cylindre i, 

287. Oorr ADBE^ fig. 94, un cercle, et -y un point pris hors du plan& 
de ce cercle; si U droite indéfinie SA tourne sur le point fixe «S", en glis-^ 
sant tout autour de la circonférence ADBE^ elle engendrera dan* ce mou*^ 
vement deux cônes droits, ou obliques ^ opposés par le sommet ^S".. 

Si Von coupe ces c6nes par un plan, qui. passe par le sommet *S, et quî^ 
entre vraiment dans les deux cônes , il est évident que les figures- des sec-^ 
tiona seront terminées chacune par trois droites ,. dont deux , comme SD et; 
SE y seront tracées sur la surface convexe du solide, car elles représentent 
deux, positions de la génératrice SA ; et dont la troisième, comme i>-£, net 
sera autre chose que l'intersection du plan coupant avec celui de la base.. 
Ceè figures seront donc des triangles ; et si ces triangles passent par Taxe: 
se y on les appellera triangles par Taxe., 

Si on coupe un des cônes par un plan piffalfèle à la base ,. comme adhcy, 
pour savoir si la figure de là. section n'est pas un cercle , nous chercherons^ 
le rapport dea lignes qui la traversent Pour cela nous mènerons Taxe du», 
cône se y et par cet axe deux plans qui s'entrecoupent sous un ^ngle quek 
conque , comme SABy SDE ; leurs intersections avec ADBE , adbe ,. seront, 
parallèles, comme Ab^ aby VJSy de y (Géom. Liv. VI. Th. VIII}; et l^eft 
triangles semblables SAC, Sac y, et SDCySdc y donneront : 

AC : ac : : SC : Scy J>C :. de :: SC ; Sç;, 

d'où Ton threra, : 

AC : I>L ;:: ac : de; 

mai^ -/^C = Z>C, donc ac =;; de. 
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En répétant cette construction , on verra que tous les points de là courbe 
cuibt , sont à une même distance du point c , où Taxe du c6ne rencontre 
le plan de cette courbe ; ce qui démontre que toute section parallèle à la 
base est un cercle dont le centre est sur l'axe du cône. 

288. Cela posé , cherchons l'équation de la courbe MAm , fig. 95, 96 , 97' 
qui résulte de llntersection d'un cône par un plan placé d'ime manière quel- 
conque. Déterminons , par des intersections avec d'autres plans , certaines 
droites dans cette figure , qui se rencontrent les unes les autres , et qui 
soient dans une position relative aussi avantageuse que possible pour de- 
venir coordonnées de la courbe. 

Supposons d'abord que la droite FG soit l'Intersection du plan coupant 
avec celui de la base [cai' si nous prenions ces plans parallèles nous n'au- 
rions qu'un cas très-particulier, et que nous avons déjà examiné (h^ 287).] 
Menons ensuite un plan parallèle à la base , et qui rencontre le plan cou- 
pant ; leur intersection étant Mm , cette droite sera parallèle à FG ( Géom. 
Liv. VI. Th. VIII ). Faisons encore passer par Taxe du cône un plan A* , il 
rencontrera décidément le cercle de la base et le cercle parallèle a la base , 
^t les intersections >>, -^'J?', seront des diamètres parallèles èntr'eux 
(voyez n*. 287). Alors si ce plan par l'axe ne rencontrait pas le plan cou- 
pant dans l'intérieur du cône , on le ferait tourner sur Taxe , comme sur 
une charnière , jusqu'à ce qu'il le rencontrât. On continuerfdt même ce 
mouvement jusqu'à ce que le diamètre y> fût perpendiculaire à ^G , et l'on 
aurait par conséquent aussi ^ '£ ' perpendiculaire à Mm. 

En prenant donc AP et A'P pour abscisses des courbes MAm^ MA'm\ 
la droite MP sera une ordonnée commune à ces courbes; d'ailleurs cette 
ordonnée sera perpendiculaire k A'P ^ mais ne le sera pas dans tous les cas 
à AP. Désignons AP par x , MP par y , et cherchons une équation entre 
x^tfy et les constantes relatives à la question actuelle. Ces constantes sont 
d'abord les angles ^, y, >; ensuite l'angle iAP^ que nous nommerons «, et 
qui détermine l'inclinaison de la section ; et enfin la distance M <i\ikk la- 
quelle passe le plan coupant relativement au sommet. 
Or le cercle MA* m. donne: 

y^=:AT^B'P .... (1); 
cherchons donc ce que valent A 'P et B'P (^). 



- -— - 
(*) Four bien comprendre ce qui suit, U faudra se soureim*, qu'en désignant 

l^ Le 
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^^ Le triangle APA' donne dn A' : x w sin • i A*P^ ou 

imy \ X \: sin » : -^'P? donc 

X sin * 

sm r 

valeur qui varie avec x , conune cela doit être , parce que le çUn du cer* 
de MA' m «^abaisse plu$ ou moins» 

2^ Poui- trouver B'P^ menons, dans le plan M^ AS parallèle à A'B\ 
et à y>, et PL parallèle à ^, nous aurons ; ' 

B'P — LH^ AH^i AL. 

N. B^ Le moins est pour la fig. 96 , le plus pour la fîg. P7 , et quant à 
la fig. 96 , «eomme on suppose que PA était déjà parallèle à /ô, PL se 
confond avec PA^ le point L avec le point A^ et la ligne AL est nulle. 
Il en résuke donc que l'angle APL est zifro dans cette figure , ainsi que 
son «inus. 

Maintenant , le triangle AHd donne sini : k :: sin ^ : Affy d'où l'on 

lue : 

sini 

Le tiùangle ALP donne sin L ; x :\ sin P : ALi or sin Lj::^ sinl; 
voyons ce que vaut sin P. Dans la fig. 9ô il est nul; dans les autres figures^ 
si l'on mène encore A£ parallèle à LP , on a i4P£ = PAE , et PAE est 
précisément ce qu'il faut ajouter à a + fl , fig. 96 , ou ce qu'il en faut re- 
trancher , fig. 97 , pour avoir deux droits. D'ailleurs le supplément en plus 
d\in angle plus petit que deux droits a lé même sinus que lui ; et le sup* 
plément en moins d un angle plus grand que deux droits ^ a aussi le même 
sinus que lui ; sauf que le sinus de l'angle plus grand que deujt droits a le 
signe moins. Ainsi donc , dans les deux cas , sin APL = sin ( • + i8 ) j et 
nous avons généralement ^in > ; a? :: wn (« + 6) : AL; d'où l'on tire : 



i%^ 



un angle par une lettre, ce sera taiitôt l'un tantôt l'autre des angles de suite 
qui ont leur sommet marqué par cette lettre ; car 1§| angleè qm sont de suite <IU 
supplémens Tun de l'autre ont le même sinus. Ce sera quelquefois aussi un angle 
^gal à celui que nous indiquerons , ou â son supplément. 

Ff 
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off sin (*•+•«) 

AL -=2 ■ ' — ; . 

sin i 

Donc : _ 



m^^m 



sin i 

Substituant cette valeur, avec ceHe àe A'P, dan» réquation (i),!on trouve ; 
pour la courbe M^m : 



y^ s=r (k sin B . x -i- sin (» + S) x^) .... (2). 

sin y sin i 



t^ip. En congfcparant cette équation avec (1), (2), et (3) du n*. 2o6\ avec 
(9) du n\ 203, avec (i3) du n\ 209, et avec lea équations des tf^ 249^ 
,257t. on verra: 

i\ Que lorsque son .dernier terme est nul , elle isEppartient à la parabole : 
c'est le cas de la ûg. 9fi, où la ligne j4P est parallèle à d^, et où l'on a. 
• 4- ' = 2 droits.. 

2^. Que lorsque son dernier terme a îe signe moins ^ elle représente une 
ellipse : c'est ce qui a lieu dans la figure 96 ,. où la ligne AP va rencontrer 
le côté iSS du cône , et où Ton a * + fl < 2 droits. 

35, Que quand son dernier terme a le signe plus^ elle représente une 
hyperbole; comme dans la ifig. 97, où la ligne AP diverge du côté i», et 
le rencontre dans son prolongement , et où Ton a « + ^ > 2 droits. Alors 
le plan courant entre dans le cône supérieur ^ et y détermine la seconde 
partie de la courbe. * 

290. Pour nous assurer d'autant mieux encore que cette équation est bien 
celle des sections coniques ; cherchons la valeur de AB dans les figures 96 
et 97, et pour cela faisons dans (Î2) y =" o, nous trouverons une valeur de x 
nulle; c'est celle qiii l-épond'au point, -^; et une autre valeur de x^ qui 
sera celle de AB ou de 2e/, savoir : ' 

* sin.fi 

2d rs + 



sin (;• + «) 

Pour avoir ensuite l'ordonnée du milieu de cette Kgne', nous férona 

\ksin 0^ 
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«t eettt valeur étant substituée dans (2) , nous trouverûnB la valeur de y\ 
laquelle étant désignée parti': et doublée) nous donnera : 



2dr = y 



bien entendu que nous avons rendu réelle celle de la fig. 97 , qui était 

imaginaire. uj 

Cherchant ensuite une troisième proportionnelle à 2<i et à 2c2'i et la 
désignant par // , nous obtiendrons : 

k sm ot sin 6 

sin '^ sin^ ^ 
4 où Ton conclura : 

ksm 9L sin . . 

ff sin y sin i rfn (* + •> sin * -^. . 
2a k sm g sm r sm i 

sin ( « + * > 

D'un autre côté l'équation (2) devient, lorsqu'on effectue les mu^U^lica'^ 

» . • il 

tions : 

kiin ^ sin B sin » sin (» ^ B) x^ 



jin y sin * im y sin i 



s » 



et si l'on met à la plape du co^â^ient de son dernier, terme i sa valeur priae 
4ans (3)»on a: 

k sin it itin ^ ^ . r, , 
1^ k sih » sin H ^^ sin y sin * ^ „ 



•-} . #j 



ûu , ce qui revient au même , d'après les dénominations et fei valeurs pré- 
cédentes, qui ont bien entr'elles les rapports que nous leur àvdns vu^ danl 
le cours de cet ouvrage : ' ...» * ' -^ . 

2d 

29 !• Mais nous avons encore quelques observations à faire sur tout cela: 
, 1*. Dans le cas de la fig. 96 , où la droite AB , rencontre les deux côtés 

Ff 2 



du cène^ si Tangle » égale y» on si ^B est parallèle à y^, oit a ^ .: % ; < ^ '^ 
^in « = ^i/i y, et cjoimne en général wï(--+-B)=:5in ^PX , et que da»» 
ce cas u4Pi = î, on a «n (* + /5) =? sin K Ensorte que la fonuulç (2> 
donne pour ce cas ; V ^ 

k sin 6 

^ sm* 

OU 31 ce qui. revient au même , par le n^. précédent : 

y* = 2dx — 0?* ; 

équation d'un cercle dont le diamètre est 2J. ( Voyez le n*. 287 ). 

2^ Si dans la même figure , le c6ne étant oblique , on a l'angle « égal à 
i , ce qui donne PB0 = y , cas dans lequel la droite AB reste inclinée à 

y>, oa a ^m « =s sin î, et comme en général .,.•.. ^ 

*in (» + «) = «n APL = sin PM , et qu'ici P^ == y , on a . * ^ • . ^ ^ 
^i/î (« + *) = sin y. Ensorte que Têquation générale devient. : 

k sin B 

y^ z=: — : X -^ x^; 

** sm y 

* * • , r 

ce qui est encore Téquation d'un cercle. On peut donc faire dans le. c6n^ 
oblique une section qui rencontre les deux côtés du cône , et qui donne uii 
cercle, quoîqu'înclinée $u plan de la base ; mais la position de cette sectioa 
est unique, et toutes les autres sections obliques, rencontrant les deux côtéa 
au çône^- fournissent des ellipses. On a dit que cette section , placée de 
cette manière , était antiparallèle à la base. 

Cette circonstance n*a pas lieu dans le cône droit, parce que dans ce 
solide les deux angles y et i sont toujours égaux; ensoxte que si « =: S,, 
on a aussi « =; y ^ et la section qui donne le cercle est toujoms parallèle 
à la base. ; . 

; Z92^ Maintesant , no^s avons examiné toutes . les positions possibles du 
plan coupant, Jorsqu il ne passe pas par le sommet,, et nous avon^ trouvé 
que les sections étaient, ou des cercles, oud^ ellipses, au des paraboles , 
ou des hyperboles. Supposons encore que le plan coupant passe par le 
soiBmet , on aura A =: o , et l'équation (2> deviendra : 

sin» sinC^* + i^).x* .,v 

f sm y sm ^ 
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Si Ton se représente alors que le plan aoit dan» la position propre aux 
paraboles , ou que Ton ait * + ^ = 2 droitsi , on trouvera y = o pour 
toutes les valeurs de x. C'est Téquation de 1,'axe des :r, ou d'une dveite 
qui est le côté du cône ; parce qu'en eâTet le plajti toucha alors le^ surfaces 
coniques^ et ce contact détermine une droite. 

Si l'on veut que le plan coupant soit dans la position propre aux ellipses, 
ou que l'on ait « + ^ < 2 droits , fig. 98., réquation précédente i-ester^ 
ce qu'elle est avec le signe d'en haut ou le signe moins > et ne pourra être 
satisfaite qu'en faisant en même tems :r s^ o et j^ == q ; en^orte que la sec- 
tioji »e sera plus qu'un point (n\ 2H X 

flnfin si Ton suppose que le plan coupant soit dans la position propre aux 
hyperboles, ou que Ton ait ». •+• A > 2 droits. , fig. 99 , l'équation (À) pren- 
dra , dans son second membre , le signe d'en bas ou le signe plm , et si l'on 
désigne son coefficient par ê , on qmt^ 

y^z=êx^y ou y =:±:\/i. a?. 

■ 

Elle représentera donc deux droites , passant par rorîgihe, qui est ici te 
commet, se couchant sur la surface du cône^ et faisant de part et d'autre 
de Taxe des x, placé dans l'mtérieur, des angles égau;x, dont la tangente 
trigonométrîque aura pour expression. ^$. Cet axe n'est . autre diose quel 
l'interaction du plan coupant avec îe plan fiyi. 

Par exemple, si le cône est droit, et que l'angle du sommet B soit do 
100^, les angles y et ^ seront chacun de 50*; si de plus le plan coupant passQ 

par l*axe du c&ne ^ on aura m =; 1 50'' ; il eu récitera ^ 

sin » = sin 150* 555 ^in ôO**, jîn (« + i8) = sm 260® zsz sin 50^ ; ce qui don-^ 
sera : 

y = 2± ^-^ 

Les droites en question feront donc de part et d'autre de Taxe des x^ 
qui est ici l'axe du cône , des angles don,t la tangente trigonométrique serai 
i = jR ; ces angles seront par conséquent de 60® ( n®. 211 >. 

293. En supposant te cône droit, comme dans cet exemple particulier , 
Féquation générale se simplifie un peu ; ou du moins les constantes se ré. 
duisentà trois au lieu de cinq. Car alors > = >, fig. 95, 96 , 97, d'où U 
résulte sin y sini =: sin* y ; tfaitteurs 2y 5= 200* — ^, et >' = 100^ — l^s 
^insi Ion a sin y:=zsin( 100* — l»^=zcosl ^^ et «n*y 55:; oos^ \ ^. La 
formule (2) peut donc s*éerire de cette manière :. 
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M.;« Ê« au'il y a de plu. essentiet à remarquer à cet égard, Cest qui» 
dHc 2^ ^Vl et ïtréquadou de la «oUon peut prcadre r»« « 



l'autre de ces forme» : 






iû4 Cela p(«é, »i on se représentait deux cônes droit» oppoaéa, coupa 
J deux ptirpârallèle», da^s la position qui convient a l hyperbole ,• ^ 
rter»ortTq«e le prer^ùer ne passât pas par le sonmiet et que le scco^ 
V Vi ?^u^^ fouirait deux hyperboles opposées, qui seraaeat reprt- 
y passât , celui la ^ ^ énuations précédentes. Quant a lautK 



« nnftftkt • celm-là tourmrait aeui. Hj-if^ww^» .^^c •' ^ . ,. V^ 

ïe^'fp^ l'une ou l'autre des équations P-^^^-^^-^-nt a la«t« 
plan, U fournirait deux droites qui auraient pour equaUon C^- 292) - 




J^ ; d'où il résQlte 

2<f* 



Va 

" 2c 



Ensort* que les deux droites déterminée» par le plan qui pa«»e au sommet, 
tr parallèles aux asymptotes de l'hyperbole déterminée par le plan <p 

ne passe pas au sommet (n°. 240). „ j . -ii 

Du reste , cette dernière équation est daccord avec^ceUe du n . 2H , - - 
•, = -I-a//i» — i.rc; car,parlen".203,;i» — 1 — «e ^ 

ç«la «t aussi d'accord avec l'équation de IVperbole rapportée a »esa»>-«r 
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totct (n^ 269), a:y = !§(*; car si l'on y fait gr = o> ona a/^=o; ce 
qui est la combinaison de l'équation a?' = o , qui est celle d'une des s»ymp-^ 
totes , avec l'équation y' s= o > qui est ceHe de l'autre asymptote. 

Sur quoi il . faut observer que cette équation est bien différente de celle 
du point ; car dans le point on n'a qu'une valeur pour a? et pour y , savoir 
zéro; tandis qu'id quand a?' =3 o, j/ peut avoir tontes les valeurs imagi- 
nables , et réciproquement. Ici les équations oef zszOy y' i=zOy sont deux 
équationa qui peuvent exister séparément y et que Ton a réunies par la 
multiplication ; tandis que pour le point elles doivent coexister , sans cepen*- 
dant être multipliées entr'elles. Dans l'équation y* = -.— a?* , dès que l'on 
fait a: =: o , on a ^ = o , et on ne peut faire aucune autre supposition 
qui satisftjBse à Féquation \ au lieu que dans xy = o on peut sans doute 
faire une des lettres égale à zéro y mais alors lautre est quelconque ; ou 
réciproquement, on peut donner toutes les vadeurs à une des lettres , et 
alors l'autre est toujours zéro*. 

295. On petA aussi faire arriver le plan coupant an sommet sans réduire 

k à zéro. Représentons-nous que ce plan passe en A^ et qu'il toume snr 

ce point, en partant de la position propre à la parabole, fig. 95^ si » di^ 

xninûe, la ligne AF ix^ k l'instant^ dans son prolongement, rencontrer le 

côté indéfini BH^ et l'on aura une ellipse , fig. 96. £n fermant t-oujours pluA 

^ , sin (« + 18) augmentera, et AB diminuera, comme le prouvfe la va;^ 

leur de 2<i du n**, 290, et cela jusqu'à ce que a + i« = i droite ou jusqu'à 

ce que l'angle ABB ss 1 droU^ Dans l'intervalle la section elliptique anira prift 

deux fois la forme circulfdre , si du moins le cône est oblique , ou une foia 

seulement s'il 'est droit (n^ 291); et elle sera encore redevenue ellipse^ 

£^e mouvement continuant , sin^tt,'^ B) diminuera , et AB recommeneeri^ 

à augmenter, jusqu'àce qiife « =2 a, et que sin (» ^ B)z=sin B; aJbr^ o«| 

aura 2d=:k; et parce que m » == o, la formule (2) domiera f/f =fpL^^ 

équation du côté Ak. 

Si-^ » , fig. 9â y au lieu de diminuer augmente y la parabole deviendra l^ 
perbole , fig. 97 , et la ligne AB prendra une longueur finie» £n mèmie 
teins <» -+• ^ déjà plus grand que z droits , augmentant encore > sin (» + B)i 
augmentera, et ^liS ou 2d diminuera. Quand « seul vaudra 2 droits ^ oq 
atira sm ( » •+• B)=ssin ( 200 + By=zsinB; d'où résultera AB ou 2dssi fc, 
JEi parce que sin «^ = o, l'équation (2) donnera encore y == o. 

Si Fangle is est obtus » quand • sera devenu égcd à 2 droits y on aura . « 
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C * + * ) > 3 droits. Dans ce même cas le sinus de « + /8 n'augmente , et 
A<B ne diminue , que jusqu'à ce qu'on ait « -f- /s = 3 droits^ Alors AB est 
perpendiculaire 8ur/8>, et plus petite que k^ qui est oblique. Depuis ce terme 
AB augmente et devient enfin égale à A ( voyez la fig. 100 ). 

Du reste le plan coupant , s'étant couché dans les deux cas précédens le 
long du côté Qy y a repris alors la position propre à la parabole , qui est le 
parallélisme à l'un des côtés ; il est donc tout simple que nous ayons re« 
trouvé le premier résultat du n\ 292. Là nous avions l'équation du côté 0i^ 
ici nous avons celle du côté By; mais c'est toujours l'équation d'une droite, 
et un cas particulier de la parabole. 

296t Nous avons parlé dans tout ce chapitre du cône à base circulaire! 
et nous Tavons supposé quelconque ^ c'est-à-dire droit ou oblique. H est 
évident qu'on pourrait se représenter aussi un cône droit ou oblique à base 
elliptique; mais alors on devrait le considérer comme n'étant autre chose 
que la partie supérieure d'un cône à base circulaire , que Ton aurait coupé 
par un plan donnant une ellipse i ensôrte qu'on retrouverait aussi dans, ce 
cône les sections que nous venons d'examiner , et qu'il n'en pourrait point 
fournir d'autres. 

297. Pour terminer tout ce qui a rapport à cette matière , nous allons en* 
core dire un mot des sections du cylindre. 

Par les deux extrémités du diamètre yi d'un cercle , fig. 101 , menons , 
hors du plan de ce cercle » deux droites indéfinies et parallèles yB^ h ; fai* 
8ons ensuite glisser le cercle le long de ces lignes ^ toujours parallèlement 
à lui-même , et de manière que les extrémités y^ i^ de son diamètre restent 
constamment sur les droites yB^ fa ; ce cercle engendrera dans ce mouve- 
ment un solide nommé cylindre. Ce cylindre sera droit si les lignes yB , k 
^ont^ perpendiculaires sur le cercle de la base ; il sera oblique , si ces lignes 
sùM obliques. 

Dans tous les cas , si dans ce cylindre à bases circulaires , on fût des 
sections planes parallèles à la base, ces sections seront des cercles égaux 
à celui de la base , et les centres de tous ces cercles se trouveront sur une 
même droite CD ^ placée dans le plan du parallélogramme Bi à égales dis- 
tances des côtés By^ h^ auxquels elle sera parallèle. Tout cela résulte évi- 
demment de ce que nous venons de dire ; et cette droite CI) s'appelle Taxe 
du cylindre. 

U n'est pas moins évident quQ si Ton fiût passer par Taxe un plan cou^ 

pant I 
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* pant , il déterminera sur la surface ronde du c/lindre deux droites paral- 
■■ lèles , placées de part et d'auti^ de Taxe , à une distance par tout égale au 
i' rayon r du cercle générateur. Et si Ton suppose le cylindre terminé par 

deux cercles parallèles , la. figure entière de la section actuelle sera un pa- 
rallélogramme , que nous pourrons appeler parallélogramme par faxe^ 
29*. Cela posé cherchons 1 équation de la section MAm , fig. 102 , dont 

* nous supposons que l'intersection avec le plan de la base soit FG. 

^ Menons le plan circulaire MA'm parallèle à la base , et qui rencontre le 

plan coupant. Leur intersection commune sera la ligne Mm , qui sera parai- 

lèle à FG. 

Conduisons ensuite un plan par Taxe , et faisons-le tourner sur cette lignet 

t Jusqu'à ce que la droite yi^ qui est son intersection avec la base, rencontre 

L à angles droits FG; il est clair que A^B% intersection du plan par Taxe 

i avec le cercle MA'm.^ et parallèle à >*, sera aussi perpendiculaire à MPj 

f qui est parallèle à FG. Mais AP ne sera pas dans tous les cas perpendi- 

I culaire à MF. 

Nommons AP^ x , MPy y, le rayon du cercle générateur r, et obser- 
vons que sin = sin y = sin i =:sin « ; nous aurons par la propriété du 
i cercle: 

y* = A'PXB'P .... iA). 

D'ailleurs le triangle APA' donne sinA'txy.sin^^i A'P^ * 

ou sm ^ : X :: sin « : A'P ; donc: 

^/p^_ X sîh » 
sin $ 

^^ant à JS'P, cette ligne vaut 2r — «iiT; c'est-à-dire qu'on a: 

«/n 2r sin --^ x sin m 
jjf if ss . — ^ • 

sm 6 
Substituant ces valeurs dans la formule (^4) ^ on trouve : 

^ Sin $ sm" S 

•c^quation que Ton voit tout de suite appartenir à l!enip8e« 

Si Tony fait j/ =: o, on a a? = o pour le point il^ et a? ou • « • « « « « • 

Gg 



ê 
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2r sm fi 



sm « 
poui' le point B. 

T SXÏX fi 

Si l'on suppose ensuite x = -^: , on trouve y ou 

sut « , 

2d' = 2r. 

Cherchant encore une troisième proportionnelle p' à ces valeurs de 2d et 

2d' ^ on a : 

2r sîn « 

P = — r— T-- 
sm & 

D'où il résulte : 

p* sih' « 

24 luFfi' 

Comparant ces valeurs avec les coéfficiens de la formule (ff) > elle pourra 

s'écrire ainsi : 

et Ton y reconnaîtra mieux encore Téquation aux diamètres conjugués d'une 
ellipse. En y faisant p =p --r^ ., elle deviendra : 

299* Avant d'aller plus loin , faisons ici une observation asse2 xrAétess^inte , 
c'est qu'on a toujours 2d' = 2r; c est-à-dire que toutes les ellipses cou- 
pées dans un même cylindre oblique ^ ont toutes un diamètre égal au dia» 
mètre du cercle générateur (*). Si donc le diamètre conjugué augmente en 
passant d'une ellipse à l'autre, son paramètre diminue, et réciproquement; 
et cela de manière que le produit de ces lignes soit toujours le même. En 

siti B 

effet 5 si augmente , 2d augmente , et />' diminue , comme on le voit 

sin « 

par les formules , mais toujours 2dp' == Àr^. 



(*) Dans le cylindre oblique les lignes qui joignent les côtés parallélemeat à 
la base ne sont pas les plus courtes de celles que Ton peut mener entre ces 
eotés , parce qu'elles ne leur sont pas perpendiculaires* 
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Dau8 le cyUadre droit ce diamètre constant n'est autre chose que le petit 
axe. 

D'ailleurs si le plan 3/^4 '/n passe par le centime de l'ellipse, ce que Ton 
peut supposer, la double ordonnée MPm^ comme appartenant à l'ellipse 
et passant par son centre , est précisément la ligne 2d' ; mais cette ligne 
vaut 2r ou le diamètre du cercle ; donc elle passe aussi par le centre du 
cercle. Il en résulte que les deux centres coïncident. Or les centres de tous 
\q^ cercles parallèles à la base, sont sur Taxe du cylindre (n^ 297); donc 
les centres de toutes les ellipses coupées dans le cylindre sont aussi sur son 
axe. • ^ 

300. Si on fait dans (5) « = y , ou « = î, c'est-à-dire si on suppose que 
le plan coupant soit pai'allèle ou antiparallèle à la base, fig. 10 i , on aura 
sin « =±: sin B , la formule deviendra y* = 2rx -*- x^ ; équation d'un cercle 
égal à la base, et qui a aussi son centre sur Taxe. 

Dans toute autre position du plan coupant, s'il rencontre les côtés op- 
posés du cylindre , la section sera elliptique ; et comme le cylindre est indé- 
fini vers ses bases supérieures et inférieures , le plan coupant , partant d'ùh 
point pris sur un des côtés, rencontrera toujours l'autre, à moins qu*il ne 
«e couche sur le premier côté. Dans ce cas on aurait « = o et la formule 
{B) donnerait y = o ; la section ne serait donc plus que le côté du cylindre. 

301. Si on voulait que l'équation pût s'appliquer à une section faite pa- 
rallèlement à l'axe , il ne faudrait plus que l'origine fîtt placée sur un des 
côtés, il faudrait la ti'ansporter sur la longueur de AB ^&^. 102^ pour pou- 
voir supposer que le plan MAm , tournant sur cette nouvelle origine , se 

plaçât en effet parallèlement a Taxe. Or comme on a AB === -^-: , une 

2ir sin /s . 
portion de cette ligne pourra être représentée par — 7- — ^j i étant une 

fraction quelconque. Faisant donc dans lequation générale, 

, , 2ir sin B , 

x — x'-i : , 

sm « 
on obtiendra , après avoir supprimé les accens : 

2r sin «^ sin^ « _ 

t/* = 4*r»Cl — i> + — : (1 — 2i)a; : a^ ... (C). 

^ ^ ^ ^ suit sin^ $ 

Gg2 
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En supposant £ ,= o , on retombe sur l'équation (S) , comme cela dok 
être. En faisant t =: | , on trouve : 

j/a = r2^^ r-r-^* • • (^); 

c'est réquatîon au centre. En mettant £ = 1 , on a ;. 

2r siii ce sîn* « . 

ce ^ prouve qu'en plaçant l'origine en 5 , il n'y a plus de section possible 
tant que x est pris en + ou compté vers la droite ; mais éa donnant à x 
des valeurs en — y ou comptées vers la gauche , on retrouve l'équation 
primitive. Du reste il en serait de même de celle-là en prenant les x à la 
gauche de Jl ou en — . Cependant , on peut encore satisfaire à cette der- 
nière ea faisant x = c et y = o ; ce qui représente le point B. On pour- 
rait aussi y faire sin « = o ; mais nous allons voir cela d'une manière gé^ 

nérale* 

Dans tous les cas donc , si après^ avofr pris l'origine sur la longueur de 
AB, on fait tourner le plan MAm sur cette origine , jusqu'à ce qu'il 8< 
place parallèlement à l'axe , on aura «t^ = o , sin «. = o ; et l'équation (Q 

deviendra :. 

y = ±2r^iii — i) (£); 

Sous cette forme elle représentera deux droites , placées sur la sur/ace 
du cylindre , parallèles entr'elles , et également distantes de l'axe des a: , 
situé, dans l'intérieur* 

En fusant ici £ = o , on a 2/ = o ; c'est l'équation du côté gy. En faisant 
r= t, on. tfouve encore y = o; c'est l'équation du* côté ii. En faisant . . 
1 = 1, on a y? = + r ; c'est l'équation des deux droites tracées sur la sur- 
face, quand le plan passe par l'axe; on l'obtiendrait aussi de l'équation au 
centre {/)), en y faisant simplement »=o. Et cela confinne la propriété 
de la section elliptique' ou circulaire d'avoir toujours son centre sur Taxe 
du cône ( n^ 299 ). 

. Mais ce n'est là qu'un cas particulier d'une loi générale indiquée par la 
formule {E). Cette formule' prouve que la grandeur de «/ y lorque r est fixé , 
et lorsque le plan par Taxe est mené, ne dépend que de i, et en aucune 
manière de jiB. Ainsi donc si plusieiurs ellipses partent du point i4 , et ren- 
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contrent le côté >« dans des points difFérens , les fractions semblables , les 
moitiés, les tiers, les 'quarts, etc, de toutes les lignes AB se trouveront 
sur une même droite , parallèle aux côtés du cjlindre ou à son axe. Ce qui 
du reste est d'accord avec ce principe de Géométrie , que quand plusieurs 
droites partent d'un point, et rencontrent des parallèles, elles sont coupées 
par ces lignes' en parties proportionnelles ( Géom. Liv. III. n®. 20 ). 

Prenons encore , pour terminer , un exemple particulier de la valeur de u 
Si 1 on a placé l'origine d'une section cylindrique , qui rencontre les deux, 
côtés du cylindre aux | de la ligne AB\^ et qu*on fasse tourner le plan cou- 
pant sur cette origine , pour Je placer parallèlement à l'axe , on trouvera ,. 
en faisant i==|, y==it:f''- Ainsi la double ordonnée qui joindra les deux, 
droiles parallèles^ sera les | du rayon de la base, ou les f du diamètre.. 



i 33» > 



.'v» 



CHAPITRE II, 

Des sections coniques^ tirées de VéqiuUion générale à deux indétermîne'es 

du second degré, 

302. Oorr Téquation générale à deux indéterminées du second degré , 

ay* + bxy + ex* -{-dy + ex +/= o . . . (1) , 

dans, laquelle les coéf^ciens a, 6 , c^ etc. sont connus , ou sont , si Ton veut, 
des lignes droites données, cherchons quelles courbes elles peut repré- 
senter , lorsque les coordonnées font entr'elles un angle quelconque , droit 
ou oblique (n^ 117). 

Si le premier terme , ou le terme en y* , ne manque pas dans l'équation » 
et qu'on la divise par le coefficient a de ce premier terme , on obtiendra j 
pour première simplification : 



a a a a a 



Or l'unité linéaire étant donnée , ou prise à volonté,' il sera facile de trou- 
ver en lignes les valeurs de i, L, 1, eCc^Cn**. Ai. 43), et désignant ce* 
valeurs par B y C^ D^ etc. , on aura : 

y^ + Bxy + Ca^ + Dy + Ex + F = o ... di). 

Cette première opération ne changera , ni la courbe , ni ses coordonnées ; 
tout comme on ne change rien à une ellipse en divisant par c^ son équa- 
tion cy = cV* — i?'*a?*, pour la mettre sous Tune ou l'autre de ces formes : 

/a va 

rA 



s/* + tr ^ — «'* = o » y* = ^ (c* — a;*). 



c ' c- 

303. Cela posé , si nous tirons de (2) la valeur de y , nous trouverons : 



et si nous désignons par z U première partie de cette valeur, nous au« 
rons : 
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z== — Î5x — iZ) .... (4); • 

équation cTune ligne droite qu'il sera facile de construire; et l'ordonnée 
variable de cette droite représentera toujours la première partie de la va-^ 
leur de Tordonnée y qui correspond à telle ou telle abscisse x. 

Soient JX' , YY\ fig. <03, les axes auxquels on doit rapporter la courbe 
cherchée , axes qui se croisent sous un angle quelconque , si nous prenon$ 

00' = — î /> et OH = • , la droite HOf sera le lieu de (4) ; comme 

on le voit en faisant dans cette équation , d'abord a: = o pour avoir la 
valeur de l'ordonnée z qui répond à l'origine , c'est-à-dire la valeur de 0(T^ 
puis z '= o pour avoir la valeur de l'abscisse x qui rjépond au point H^ 
c'est-à-dire la valeur de OH. 

Ayant donc pris une abscisse OP à vobnté , si Ton mène fN parallèle 
i Taxe des y, on aura PN = — |(iffa: + J5) , et si l'on connaissait la va- 
leur du radical, et qu'on la portât en NM et iVA/' les valeurs de y corres- 
pondantes à cette abscisse OP seraient MP et M' P. La droite HOf est 
donc un diamètre de la courbe ^ en nommant ainsi toute droite qui partage 
en deux parties égale» chaque corde MM' (n®", 205. 2-47. 260);^ tandis. 
que l'axe XX' n'est , ni un axe proprement dit ( n®. 206 ) , ni un diamètre^, 
puisqu'il paitage les cordes MM' en deux parties inégales. 

304. Cherchons donc à ramener la courbe et son équation aux axes HOf' 

et r7'. 

Comme NM égale ta partie radicale de la valeuF de y^ si on Kappelle rf^ 

on aura ; 

y',=l^iB' — ÂC)x^+liBD'^2E)x + iD^ — ÀF) ... (5) ; 

d'où l'on tirera , en carrant et transposant (*) : 

Prenant aloi's le point C pour îa nouvelle origine , et nommaiit x' la nou- 
velle abscisse OW, il faudra trouver la valeur de x en a?'. 



C*> Si on eût ordonné Téquatien (2) relativement à y, le eoélficient du secoAd! 
terme aurait été Bx+D ^ et en faisant, comme nous venons de le faire , . . .. .. 

y = y'""î (Bx + D)^ puis substituant dans (2), on aurait obtenu (6). Notre 
procédé a donc été conforme à celui que prescrit l'algèbre pour faire disparaître 
le 4»econd ternie d'une équation* 
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Or 81 l'on mène QfG parallèle à XX^ , on aura OG = OP = a? , et . . ^ 
Q^ -3 pjvr — * JL Z> i= I Bx , parce que PiV, abstraction faite, de sa direction , 

vaut \Bx^\D. Ainsi le triangle CyC^iV donnera, en désignant par > Fan- \ 

gle des coordonnées , et supposant le rajon des tables 5 = 1 ( n®. 100 } : | 

x'» = «* 4- J ^a;* — -ffx* co^ y . . . (7)- 



De là on tirera: 



V^ + iî* — 4if CM y <, 



et si Ton fait 

j 
/-nx — = tf I on aura x = 2tfj:' . . . (10). 

^ -/4+^ — 4if ca^ y 

Substituant enfin cette valeur de a: dans (6), on obtiendra : 

C'est réquation de la courbe rapportée aux axes ON et YY' ; et si Toa 
désigne ses coéfficiens par C,E' ,F\ eUe deviendra (*>: 

1^*1 + C'a/* + iSV + i^' = O • . . (12). 

Cette équation aurait la forme des équations (JT) et (9) des n^^ 200 et 203, 
«i son dernier terme était nul : or le dernier terme , ou le terme tout cons- 
tant /manque toujours quand l'origine est sur la courbe ; car il faut dans 
ce cas qu'en faisant l'ordonnée nulle , on ait au moins une valeur de l'abs- 
cisse égale à zéro , ce qui ne peut avoir lieu avec un terme constant dans 

l'équation. 

305. Essayons donc de porter Torigine sur la courbe , et voyons d abord 
dans quel point cette courbe rencontre Taxe des x' ou le diamètre QfK. 
Faisant dans ce but y' = 6, nous obtiendrons : 



2C' 



• • • « 



(♦) Pour faire disparaître de l'équation (2) les termes en a;y et y , j'aurais pu 
employer les formules de la transformation des coordonnées. J'ai préféré la 
in;irche que j'ai suivie , comme étant dans ce cas-ci plus facile , plu§ expéditivc , 

et plus lumineuse , quoique sans doute moins générale. . ^ 

^ Ainsi 
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Ainsi pour transporter Torigine le long de Taxe des x Jusque sur la courbe, 
nous pourrons faire ( n*^. 158 ) : 



" —^ ^^, , î/ =î/ +o ...» (14); 



"^ 2C' 



réquatîon (9) dcviendi'a, par la substitution de ces valeurs, et aj^rès avoir 
réduit et transposé : ''•.': * 

y*^ — VA'*— AC'lf' . x" — Cbc^ , . . (15), • 

, ou, en remettant les valeurs de C\ E\ F' : 

■ ■ - ■ ■ - — 

i/'^:=z±êy/i2E— BBy—iÀC-^H^) (^AF—D^y.x"—d^ {ÀC—B^)x''^ ... (16); 

formule tout-à-fait comparable aux équations (ZT) et (9) des n°'. 200 et 203 , 
du moins lorsque le radical ne deviendra pas imaginaire. Cette é(j|uation 
appartient donc en général aux sections coniques ; et suivant que le*^ der- 
nier angle des coordonnées sera droit ou oblique, elle 'sera aux axes ou aux 
diamètres. ^ ^ 

306/ Observons, avant d'aller plus loin, que les Valeurs de x et de x' ^ 
fig. 103 , étant toujours des portions riéelles des axes HO ^ HO' , ne peuvent 
être imaginaires ; d'où il résulte que ^ est aussi réel ; car sans cela x nfe le 
«erait pas, comme on le voit dans (10). D'ailleurs si on supposait dans. (9) 
4^- ^ — 4^ c(W y = — f , on en tirerait -ff = 2 cos y + y^-é cc>.s * y — ( « «f- 4 ) • 
ce qui est absiurde , puisque cos y est toujours plus petit que le rajcon , que 
nous avons fait égal à 1 ; ensorte que Acos'^ y < 4, et que • + 4 > 4 , car 
f est décidément en + pour que — « soit en — , comme nous avons vouk 
le supposer. 

Il faut observer en outre que ^ doit toujours être en +; car quand x' 
est en + ^ l*esl; aussi , comme il est facile de le voir par les différens cas 
que peut présenter la figure ; or si ^ était en — on aurait , par la formule 
(10), a; en — quand x' serait en +• 

Au reste si l'angle des premières coordonnées est droit , on a cos y =: o 
1 

et I = , ■■-- <> 

307. Cela posé, si 4C==:^% ou si C=i\B^ = (| ^)», ou, ce qiii est 
la même chose , si les trois premiers termes de (2) fonneat un carré para- 
fait, la formule (16) devient: ... . 

Hh 
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i/'^ = ±ê(2E-^BD)a/* .... (17); 

équation d'une parabole dont le paramètre de l'axe ou du diamètre est • • 
l(2£ — ^Z)). 

Si le coefficient de a/' était en moins ^ l'ordonnée t/* ne serait possible 
qu*aTec des absoisses en moins; ainsi la parabole seriùt tournée du côté de 
ces abscisses. 

Si le coefficient de x" devenait nul , pour ne point se tromper 
ment à ce cas il faudrait retourner à la formule (3) ^ qui deviendrait 
nos suppositions actuelles : 



y = — |i?a? — |D±^Z)*~4F .... (18); 

et selon que D^ •— ÂF serait en pàis^ on zéro^ ou en moins ^ on aurait^ 
ou deux droites parallèles , ou une droite seule , ou rien de possible. 
Voies des exemples de ces diffërens cas : 

>* — - 2jrjr 4-** + / + « + l==o parcAéU; 
f" — 2xy + x* H-;' — a: + 1 = o deux droites^ 
y* — 2«y + a:'+jp — x-hî =o wu droite ; 

96%. Si -4C— iî* est en +f te &mîer terme de (16) reste enr — , et 1» 
€0wbe est une elfipse , dont le second sommet est placé, ou du côté des x 
en +> <ni ^u côté des x en — •^ «uirant que le coefficient <le x" est en + 
ou en — . 

Si ta quantité qui est sous )e racfical de <16) se troure nuUe, la. formule 

4omie: ...______ 

y = y^_|i(4C— if*).«^ .... (ig); 

équation cTun point , qui n'est autre diose que la dernière orignie \ l'ellipse 
se réduit donc à ce point* 

Si la quantité sous le radical de (16) se trouve en -— » elle sera aussi en^ 
— dans (16), dans (14), et dans (13) > et Ton en devrait conclure que la 
courbe ne rencontre pas Taxe des x' ou le diamètre (/N; mais comme une 
ellipse réelle rencontre tous ses diamètres ^ il en résulte que Téquation daa» 
ce cas ne représente rien , et que la valeur de y est imaginaire ou Impoa-^ 
tible. 

Si |V4C — ^) = 4- 1, sans que le coefficient de x" soit nul ou impoa^ 
sible I l'équation prend cette forme i 
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y* = 2dx" ~ a:"* ; 

et si l'angle des nourelles coordonnées ou l'angle HCfO est droit » la combe 
derient un cercle dont le diamètre est : 



V^f i2E — BDy ^HF-^ /)»); 



tandis que si cet angle est oblique, la courbe reste une ellipse i mais elle 
est rapportée à ses diamètres conjugués égaux ( n*. 265 )• 

Du reste pour que Tangle HC/O soît droit, il fiiut que Ton ut, conunt 
ou le voit par la figure : 

d*oA Ton tire facilement : 

B=z2cos> .... (20). 

Or comme le cosinus de r est toujours plus petit que le rajron 1 , il faut 
donc qu'on ait i? < 2. 
Voici des exemples de ces diffërens cas. 

y^ — 2xy + 2x» + 2jf + x + 3 = o eUipse ordtnaite; 
>*— • 2ay + 2a:* 4* J^ — « + 1 = o un point; 
>•+ ay+ a:*4* J^+|«+l=o rien; 
f+ a:f+ «* — ^+3x + 2=;o cerch ^ H cos r ^sx\. 
f' + 2xy + 2«* -* 7+«— 1=0 eZ/v'M omj: diamètres égaux ^ 

si easr=s^. 

N. B. L'avant dernière équation représente un cercle , si le premier angle 
des coordonnées Tant les } d*un droit, parce qu*alors son cosinus est égal 
à la moitié du rajon des tables que nous ayons supposé 1 , et quil est par 
conséquent égal à|Zf, puisque B est aussi i. Elle satisfait d'ailleurs aux 
autres conditions du cercle. 

On verra de même que la dernière équation , quand le premier angle dea 
coordonnées est les | d*un droit , représente une ellipse qui , après les trans- 
formations , se trouve rapportée à ses diamètres conjugués égaux. C'est ce 
que j*ai entendu quand j*ai mis à la suite de tette équation : tUipse aux 
^bamitres égaux. 

ao». SkÀC-^M" est en -^ ^le decmor tcme de (U> devient -ir^ et te 

Hh2 
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courbe est une hyperbole, dont le second sommet est placé, ou du côté de* 
X ,en — • ou du côté des :ç en + , suivant que le coefficient de x" est en + 
ou en — . 
Si la quantité qui est sous le radical de (16) se trouve nulle, la fonnûlc 

donne : ■ 

y" = ± V^^ (4C--B^) .x" ... (21) ; 

équation de deux droites qui se croisent à la dernière origine. 

Si la quantité qui est sous le radical de (16) se trouve en moins , elle 
sera aussi en moins dans (16), dans (14), et dans (13), et Ton en conclura 
que la coiurbe ne rencontre pas le diamètre (JN. Mais quand une hyperbole 
ne rencontre pas un des diamètres auxquels elle est rapportée par une équa- 
tion de la fonhe de (16), elle rencontre toujours son conjugué; il faudra 
donc changer dans {{) x tn y tt y exi x ^ diviser tout par r, pour avoir 
une nouvelle équation de la forme de (2) , et la rapporter alors de nouveau- 
à la formule (16). S'il était possible que la quantité sous le radical se trou- 
vât encore en moins , après ce changement d'axe , il faudrait bien en con- 
clure qu'il n'y a point de courbe ; mais cela n'arrive pas , comme nous allons 
le prouver. 

Remontons à la formule (3) ; pour qu'elle fût imaginaire , il faudrait que 
la quantité sous le radical fût en mx)ins pour toute valeur de x. Or cette 
quantité peut s'écrire ainsi ; 

et pour que ce produit »fùt en moins, puisqu'icî le premier facteur est en 

plus , il faudrait que le second fût en moins pour toute valeur de x ;. or on> 

peut prendre x assez grand pour que le signe du polynôme en question ne 

dépende que de cel^ii de son premier terme x* ( Algèbre n*. 752 , qui est 

toujours en plus; donc le poljnome ne peut pas être en nwifis pour toute 

valeur quelconque de x ; donc s'il y a des y imaginaires, il y en aura tou* 

joursderéeHes; donc aussi la courbe sera toujours réelle. 

Si tf* (4C — B^) = — 1 , sans que le coefficient de x" soit nul ou impos* 

sible , Téquatîon prend cette forme : 

et elle représente une hyperbole équilatète, rapportée à ses axes si l'angla 
des nouvelles coordonnées , ou l'angle HQ^Q^ est droit, et rapportée à ses 
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diamètres conjugués si cet angle est oblique (n°. 255). Pour que le premier 
cas ait lieu il laut que B =z2 cosy ( n^ 308 \ 

Si avec ê* (ÀC — £^) ^m — 1 le coefficient de x" était impossible ou ima- 
ginaire, l'hyperbole serait encore équilatère; mais il faudrait retourner à 
(1), changer a: en ^ et jy en a:,, et opérer comme nous l'avons déjà dit il 
y a un moment* 

Voici des exemples de ces différens cas. 

y^ — 2xy — a:* -^ 2y + 2x + 3 = o hyperbole ordinaire si > est oblique ; 

/*+ ay — X*— jf + 2x — l=o deux droites ; 

y^ + 2xy — a* + 2_y + 2r — 1 =0 hyperbole ordin. au second diamètre 

si y est oblique ; 
y* + xy — |a:* +y — ar + l = o hyperb. équil. aux axes si cos y = | ^ 
y» — 2xy — a:* — 2;^ + 2x -t- 3 = o hyperbole équilatère aux diam. conj. 

si y est droit ; 
y^ Hh 2xy — x* + 2y + 2a: ~ 1 = o hyperbole équil. ait second diamètre 

si y est droit ; 

N. B. Quand je dis: hyperbole ordinaire. au second diamètre, hyperbofe 
équilatère aux axes, etc., etc. , j'entends hyperbole ordinaire qui, après les 
transformations , sera finalement rapportée à son second diamètre ; hyper- 
bole équilatère qui sera finalement rapportée à ses axes, etc., etc. ' 

310. Observons que, dans tous nos exemples, nous n'avons fait manquer 
aucun des termes de l'équation; cependant on pourrait supposer nul dans 
les calculs précédens tel ou tel des coéfficiens de (1); à moins que ce ne 
fût a; car comment tirer dune équation *la valeur de y*^ si y^ n'y est pas?' 
Voyons maintenant ce qu'il^ y a à dire de particulier sur les termes qui' se 
trouveraient manquer. 

D'abord les trois premiers ne peuvent manquer à la fois, car réquationi 
ne serait plus que du premier degré, et elle ne représenterait qu'une ligne 
droite f n**. 133 ) ; mais nous voulons qu'elle soit du second degré. Considé^ 
rons donc encore les trois premiers teiines, qui nous ont déjà fourni des- 
mdications très-importantes. 

On voit tout d un coup que si le troisième terme manquait tout seul , oib 
aurait C = o, et par conséquent AC — ti^ serait toujours en moins y parce 
que B^ est toujours en plus ; ce cas serait donc celui de l'hyperbole , la*- 
quelle pourrait cependant dégénérer en dçux lignes droites. 



Si le premier terme manquait tout seul, comme on aurait alors aaso, 
H ne faudrait pas diviser toute l équation par a , car les coéflkiens devenant 
tous ou J ou §, la formule (16) ne serait pas propre à nous faire reconnaître 
k courbe cherchée. Mm ayant ordonné ainsi l'équation (1) : 

ex* + bxy + ex + dy +/=:^q , 

on la diviserait par c et on aurait : * 

. À» 

ce que Pon pourrait écrire de cette manière : 

^ + B"xy + />"x + £'> + i^" = o • , . (22) ; 

prenant alors les x pour les ordonnées et les y pour les abscisses , on re* 
tomberait dans le cas précédent; ensorte que C" étant nul | on aurait encore , 
une hyperbole. 

Si le second terme manquait seul , on aurait jJ7 s o, et suivant que C se- 
rait en plus ou en moins , on aurait aussi ÀC — B^ en plus ou en moins ^ 
la courbe serait donc une ellipse dans le premier cas, et une hyperbole dans 
le second; sauf les cas particuliers que ceux-ci comprennent, et que nous 

avons vus. Du reste, quand ^sso, la Ugutl/Oy qui vaut —, devient z, 

d*où il résulte que le diamètre ZTCX est parallèle au premier axe des x ou 
à HO. Et, pour le dire en passant, si le quatrième terme manquait seul| 
ou que Ton eût Z> =: o , la ligne OC/ serait nulle , et le diamètre passerait 
par la première origine. Il se confondrait avec HOf si on avait en même 
tems j? s o et D =s o. 

S'il manquait deux des trois premiers termes , et que ce Git le second et 
le troisième, on aurait ^ = o , C =? o , et par conséquent 4Cs3 B^; ce qui 
senût le cas de la parabole (n^ 307). C!e serait la mftme chose s*il manw 
qnait le prenûer^ et le second , d'après ce que nous avons vu U y a un 

moment 

Enfin s'il manqtuut le premiçr et le troisième , tous les coéfllàiens , à causa 
de a s o, seraient encore ou | ou §, et fat formule (16) ne serait pas pro« 
pre à ce jcasi comme nous Tavons déjà dit Mais Téquation étant : 

*xjr + 4k + ^ +/*» o; 

on diviserait d'sîbord par A« et l'on aurait: 



ce que Ton pourrait écrire ainsi : 

sf + D'''y + £'"x + F*'' = o .... (23). 

Si les deux termes du milieu manquaient, cette équation sei^ait celle d un^ 
liyperbole rapportée à ses asymptotes (n^ 259) ; transportons donc les axes 
paralléfement fc eux-mêmes , et faisons (n^ 168) : 

nous obtiendrons par la substitution de ces valeurs dans (23) : 

ay + (i>^— A>/ + (£'''— *)a:"+(A*~Z)'''* --£''%+ i^''')=o. 

Supposant alors Z)^ — fc = o et £'"— *s=o, ou A^/y^ et k^E''\ Yé. 
quation deviendra » après tes réductions : 

qui est en effet Téquation d*uBe hyperbole rapportée à ses asymptotes* 

Du reste , sousf la forme qu'elle a en (23) , elle rentre déjà dans la classe 
de celles qui donnent ÀC — iî*'* < o, puisque C" = o , et que le coéffir 
dent de xjr, désigné généralement par B^ et qui doit Fétre ici pexB^^\ se 
trouve égal à Tunilé. 

dit. Il résulte donc de tout cela, que toute équation a deux wdétermi* 
Bées du second degré désigne f ou une parabole y ou une ellipse y ou une 
hyperbole, ou un cercle, ou une droite, ou deux droites parallèles,, ou 
deux droites qui se croisent , ou un point j ou rien; 

Quant à la mamère de discuter et de construire ces équation» dans efta» 
que circonstance, tout ce que nous avons^ dît dans cet ouvrage, et ce qu^ 
iK>tts venons de voir encore dans- ce chapitre, suffit amplement pour qu*it 
ne reste aucune difficulté à cet égarck^ Nous donnerons bientôt de nouveaux 
exemptes , sur lesquels les commeo^ans feront bien de s'exercer ; mais noua 
allons d*abord revenir sur quelques détait» qui pourront être utiles» 

312e Nous avons vu (n^. 808) que pour que le dernier imgle dea coor» 
données , ou TangTe ff(/0 , soit droit , il faut qu'on ait j9 < 2 et égal à 
8 cas y. ^ Or ai le premier angle des coordonnée», ou Fangle y, était IuÎf^ 
même droit, on aurait cas y = o, et par conséquent pour que le second 
âo^le fikt aussi droit dans ce cas, il faudiaît que ^ fût nul ; ce qui s'accorde 
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avec ce que nous avons dit au n^ 310, que quand B est nul le diamètre 
HO' est parallèle au premier axe des a:. 

Pour avoir le cercle , ou Tellipse rapportée à ses diamètres égaux , il faut 
(n°.308) que 

substituant ici la valeur générale de **, prise dans (9), multipliant, rédui- 
sant, et divisant par 4, on trouve- cjue cette condition revient à celle-ci: 

Mais pour avoir le cercle , il faut de plus que HO'O soit droit , ou que 
cos y z=:lB j d'où résulte pour ce cas C = 1. Toutes les fois donc que dan* 
(2) le coefficient C = 1 , que jB < 2 , et qu'on suppose d'ailleurs le pre- 
mier angle d 3S axes tel que cos y^^ B^ Téquation est au cercle. 

Si le premier; angle des coordonnées était droit, on aurait cosy = Oy 
alors il suffirait pour l'ellipse rapportée à ses diamètres égaux , que l'on eût 
C= I j5* + 1 ; mais pour le cercle , il faudrait -ff = o et C=: 1. 

Pour avoir l'hjperbole équilatère rapportée à ses axes, ou à «es diamè- 
tres conjugués, il faut (n^ 309) que 

^a(4C~^) = -.l; 

substituant encore ici la valeur générale de $^ , prise dans (9) , nîultiplîant , 
réduisant, et divisant par 4, on trouve que cette condition revient à celle-ci : 

Mais pour que l'hyperbole soit rapportée à ses axes , il faut de plus que 
ffCyO soit droit , ou que cos y = \B; d'où résulte pour ce cas C = 1 5* — 1. 
Toutes les fois donc que dans (2) le coefficient C = | i?* — 1 , que -ff < 2 , 
et qu'on suppose d'ailleurs le premier angle des axes tel que ca^y = |i?, 
l'équation représente une hyperbole équilatère , qui , après les tr'ansforma* 
lions indiquées, sera rapportée à ses axes. 

Si le premier angle des coordonnées était droit , on aurait cos y = o , alors 
il suffirait pour l'hyperbole équilatère rapportée à ses diamètres conjugués , 
que l'on £Ût C = — 1 ; mais pour qu'elle fût enfin rapportée à ses axes , il 
faudrait que l'on eût 5 = o et C=î— 1. 

313, Voici 
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913. Voict maintenant, pour terminer, les exemples dont nous] a^ons 
parlé , et sur lesquels on fera bien dç s'exercer. 

jf* — 2xy + X* — . 2jf — 2x = o, 
>• — 2a:jf + X* — 2y ~ 1 = oi 
y* — 2xjf + X» 4- 2y + 1 :ï= O, 
>* — - 2x)f + X* + 2^ = o j 
J* — 2x;r + x* + x==o. 
/ — 2x;r + x* — 1=0, 
jr* + 4xy + 4x* — 4 = o, 

>* — 4x;f + 4x* = o, 
>* + 2ay + a:*+l=:o, 
>» — 2xjp + 2x* — 2jf -!h 2x = o, 
>* — 2x;r + 2x* — 2x-= o , 

/ + x* — 2x+ 1=0, 

>» + x*=o^ 

/ + ar»+ax + 2 = 0, 

3^* + «* — 2jr — 2x — 2 = o, icos y = o), 

y* — 2x* — 2jf + 6x — 3 = o, 

ji* — X* — 2;r + 2x+l=0^ 

y — 2x;r — x* + 2 =o, 

y* + xy — 2x* + 3x — 1 = o, 

/ — 2x* + 2;p + 1 = o , 

y» — x*=:o, # 

y* — 2xj^ — X* — 2x — 2 = o, 
y* — 2xy — X* — 2 = o , 
y — X* + 2x — 2 =: o. 
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SUPPLEMENT. 



TRIGONOMÉTRIE SPHÉRI^UE. 



314. X ouT grand cercle de la sphère la partage en deux parties égales, 
qui sont des hémisphères. 

Deux grands cercles d*une même sphère se rencontrent toujours, et ils 
ont pour intersection commune un diamètre de ce solide. Ils partagent ainsi 
la surface en quatre parties , renfei:mées chacune entre deux demi-circon- 
férences 9 et que Ion appelle des fuseaux. 

Si trois grands cercles , ou quatre grands cercles , avaient la même inter- 
section , ils diviseraient la surfacç en six fuseaux , ou en huit fuseaux ; et 
ainsi de suite. 

Mais si deux grands cercles, fonnant donc des fuseaux, sont rencontrés 
par un autre grand cercle, dont le plan ne passe pas par leur commune inter« 
section, ces trois cercles divisent la surface en huit parties, dont chacune 
est terminée par trois arcs , et que Ton appelle triangles sphériques. Alors 
chacun des arcs , qui sont les côtés du triangle , est plus petit qu'une demi- 
circonférence , et les angles qu'ils font entr'eux sont tous ssuUans, comme 
dans les triangles rectilignes. 

Si des quatre triangles situés sur un même hémisphère on en retranche 
un, les trois autres réunis forment encore entr*eux une espèce de triangle; 
mais celui-ci a un angle rentrant , et le côté opposé est plus grand que la 
demi-circonférence* 

Cela posé , on nomme trigonométrie sphériquè la science qui enseigne à 
résoudre les triangles à angles saiUans , formés par des arcs de grands cer- 
cles sur la surface d'une sphère (voy. Géom. Liv. X. Ch, III,Trig.n'.70* 
Elle ne considère pas les triangles à angles rentrans parce que leur réso* 

lution dépend évidemment de la résolution des autres. 

li 2 
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On pourrait former au88i sur la surface de la sphère dës^ triangles qui au-^ 
rflîient pour côtés des arcs de petitSs cercles ; mais la trigonométi*ie ne les. 
considère pas non plus , soit parce qu'ils sont trop variables , soit parce que- 
les astronomes , qui sont surtout appelés à faille usage de cette science ,. 
sont toujours placés au centré de la sphère , et par conséquent au centre, 
de tous les grands cercles. 

3iB. Soit donc yiBC, fig. 104., ui> triangle sphérique , du genre dé ceux, 
que nous devons apprendre à résoudre^ les plans des arcs j^B ^ AC^ BC^ 
savoir GABy GACy GBC^ se rencontrant ^u centre (7 de la sphère» coupe* 
ront dans ce solide une espèce de j^ramide triangulaire GABC^ à base 
sphérique : les côtés AB, AC^ B€^ Avl, triangle sphérique seront les me* 
sures des angles plans AGBj AGCy BGC^ qui con^Qsent Taj^glë solidç G; 
et les angles!/^, ^>^9 que font entr'êux les côtés du triangle, seront égaux 
aux angles dièdres que font entr'eux les faces de lai pyramide. Si Fon mène 
donc dans le plan AGB la droite AE perpendiculaire à GA ^ efr dans le 
plan, AGC la droite A F perpendiculaire aussi à GA^ Tan^le plan FAEser^^ 
la. mesure de l'angle A du triangle sphérique. Et Ton pourrait faire la même 
construction, pour les angles B et C D'ailleurs AEyAF sont tangentes aux^ 
arcs i4^, ou c,. et AC ou 6. 

3f6. Cela posé^ si Ton examine quelles sont les données- nécessaires pour 
déterminer un triangle sphérique, ou, ce qui revient au même, un angle 
solide trièdre comme G, on trouvera que sur- tes six parties que Fun ou 
l'autre renferme, il faut que trois au moins soient fixées, pour que le trian* 
gle , ou l'angle solide , ne puisse phis varier. Il en résulte que nous devons^ 
rechercher des formules où ces parties^ soient combinées, quatre à quatre ; 
ce qui nous donne à examiner les cas suivans : 

1^. Un angle et les trois côtés. 

2^ Deux angles et les deux côtés opposés» 

â^. Deux angles et deux côtés dont l'un soit commun aux deux anglea^ 

•4^. Les trois anglça et un côté. 

Formules pour le premier cas : un angle et les trois côtés. 



317. Prolongeons les rayons GB^ GC , jusqu'à la rencontre 
et F des tangentes AE et AF, et supposons le rajon des tables ( 
feLyon de la sphère ,. nous aurons :. 



en JT 

tables égal au 



JE =i tcmg c, GE = sic c^ 
AF =^ tang 6 , Gf^sséc b. 

STenanl^eiifin EF ou ft^.let triàngfes rectilignes AEFyEGF^ donneront : 

ft« = lang^b + tangue — 2 /a/igf 6 tang c cos A^ 
h^=:sêc^b + sëc^'C — 2 séc b séc c cas a. 

m 

Maintenant, si on retranche la première équationnié la secondé, en ob%&'- 

rant que 

séc^ b — tang* fr = R* = sec* c — tang* c ,, 

faisant dé plus, pour simplifier, iî.= 1, siAstituant , transposant , et divi- 
sant par 2, on aura: 

séc b séc c cos a-s: 1î+ tang ^b tang c cos A^, 

Mais puisque. chaque tangente vaut le sinus sur le cosinus,, et que ehaque 
sécante vaut l'unité sur le cosinus , si on. substitue ces Taleurs,.et qu'on 
'multiplie par cos b cos c ,. on obti^di*a.: ^ 

cos asscos b cos c + sin b sine cos A ; 

.o>st la relation cherchée entre un angle et les trois cètés^ Oh en obtîéndiraK 
d'Analogues pour les angles^^ et C; ainsi Ton ar, sans un noureau calculs. 

cos a.= cos b cas c+ sinb sin.c cos A ,. 

cos fr= cos a cos C'+^sin a sin c cos 3^ ^ é . (^. 

cos c= cos a cosb + sinasin à cas C. 

Formules pour le deuxième cas i.deux angles, et' les deux' câtés opposés. 

318. Dans les triangles rectilignes on a ^in^^-: aii.sinB : b::sih G: c^ 
voyons- si quelque chose d'analogue aurait* lieu pour les triangles^ sphéri<« 
ques. _^ 

On sait que sin A' = \/i — cos* A\ prenons dans (F) la valeur de c^5 A^^ 
élevons-laau carré, substituons, réduisons au même dénominateur les quan* 
tités qui sont sous le radical, développons le numérateur de la fractÎQn.quî 
en résultera, mettons-y 1 — cos* b à la place de sin*b, et 1 — cos^ c à la 
place de sin* c , multiplions , réduisons ,. et extrayona là racine du dénomir 
nateur , nous aurons :. 
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^/r--- tfôj* a -« CM* J --- ë<?i* <j ■+• 2 eosacos b cas e 

sinb 9inc 

. Remarquant que le numérateur du second membre est une fonction symé* 
trique des trois côtés ^ désignant ce numérateur par la lettre /", et divisant 
les deux membres par sin a , pour que le dénominateur du second derienne 
aussi une fonction symétrique des trois cdtés , nous trouyerons : 

sUiA f 



sin a sin a sin b sine 

^. .. 1 1. • tfin ^ sin C 

Et comme on aurait la même valettr pour et pour — — ; comme on 

^n b " sine 
le voit par la permutation des lettres , il en résulte : 

sin A sin S sin C 
sm a sm smc 

C*est*à-dire que dans tout triangle sphérigue les sinus des angles sont pr<h 
portionnelsi aux sinus des côtés opposés. 

Voilà la relation cherchée entre deux angles et les deux côtés opposés. 

Formules pour le troisième cas : deux angles et deux côtés ^ dont Tun 

commun à ces angles. 

S19. Pour avoir dans une même formule les deux angles ^ et JB, mettons 
dans la première (F) la valeur de cos b prise dans la seconde , substituons 
ensuite à cos^ c sa valeur I — sin* c , transposons , réduisons , et divisons 
par sin Cj nous aurons : 

eos a sîne = sin a eos c eos £ + sinb cos A» 

Maintenant, pour faire disparaître le côté 6, puisque nous avons déjà a et 

c, substituons k sinb tA râleur en a, prise dans (^ , divisons ensuite p«r 

cos a 
sin a, et mettons enfin cota kh place de --: , et c^< vl à la place de 

sm a , '^ 

cos A 

— : — ; • nous obtiendrons : 
^m A 

cot a sincsi çot A sin £ + cas c cos'S, 
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On pourrait trouver de même les valeurs de cot a sin bf de cot b sin a , 
de cot b sine y etc. ; ensorte que l'on aurait , comme on le voit sans calcul , 
et par la simple permutation des lettres : 

cot a sin c =^ cot A sin S ^ cos c cas B ^ 

cot a sinb = cot A sin C + cos b cos C , 

cot b sina =z cot B sinC + cos a cos C , ^ , jv 

cot b sin c = cot B smA + cos c cos -^ , ^ * " 

cot c sina ^=^ CQt C sin B + cos a cos B , 

cot c sinb =s cote sm A + cos b cos A. 

C*est la relation cjierdiée entre deux angles^ et deux édités , dont un est 
commun à ces deux angles^ 

Formules pour U quatrième cc^ : &s trois angles et tm cdtèK 

320^ Reprenons la prnaière équation da nimâro précédent : 

eos a sin c = sin a cos e cas B + sin b cos Ai 

elle nous donnera, en changeant a tac^ A en C\ et réciproquement i 

eos c sina =i sine cas a cos B + sinb cas C 

substituons te second membre de cette demiàre (ormute. à l'a place de • •' ^ 
ski a cos c dans Tautre , puis mettons 1 ~* sin* J? , à la place de co^ B^ 
transposons 9 réduisons, et divisons par sin b^ nous aurons :. 

sin c 
cas a -: — r sin'^ B =5 cas B casÇ +^ casA^ 
sma ^ 

>. _ . sin c sin C 

Mais -: — - =5 -: — -, comme on le voit par ( JT); substituons œcore oetto 
smb sinB r v /^ 

' valeur 9 réduisons, et transposons, nous trouvions ei^n : 

^^cos A =5 cas. B casC '^ sinB sinC cas a. 

On obtiendrût é^demment de« râleurs analogue pour <~ ccii JBdt'^eQsC^ 
ensorte qu'on a 2 «an» autre calcul ; 
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— cas A = tfM B cos C — ^m B sin C cas a, ^ 

— cos B = cos A cos C -^ sin A sin C cos ô, > . • • (JZT). 

— cos C = ço^ jC c(75 b — '^in^ ^m -ff cos c.j 

C*e6t la relation cherchée entre les trois angles et un côté. 

321. On remarquera que pes formules ressemblent tout-» à ^ fait fiinc for<> 
mules (/0> elles résultent de celles-là en y changeant les petites lettres en 
grandes lettres et réciproquement; en changeant de plus les signes de tous 
les cosinus^ et conserva^ ceux des sinus. Les formules < /^) deviennent 
donc les formules (Z) et réciproquement, en y mettant à la place dés 
côtés les supplémens des angles j et A la place des angles les supplémens 
Aes càtH. 

Ayant donc un .premier triangle sphérique^ si Ton en constnusoit un se- 
cond qui eût n^eç t;dui-là les reliions indiquées , toutes les propriétés qui 
seraient relatives aux côtés <le Tun appartiendraient aussi aux supplémens 
des angles de l'autre , et toutes celles qui seraient relatives aux angles da 
premier appartiendraient aussi aux supplémens des côtés du second. Or on 
forme ce triangle accessoire , qu*on appelle supplémentaire ou polaire^ en 
joignant par des arcs de grands <:ercles lespdles des côté^ du triangle prin- 
cipal <*); et prenant pour chaque côtétm de ses deux pôles^ 'savoir celui 
qui est situé de même part que le sommet de Tangle opposé. 

332. Ainsi donc lorsque nous aurons tiré de (F) quelque nouvelle for- 
mule, si pous substituons aux côtés les -suppléaiens des angles opposés, et 
aux angles les supplémens des côtés .opposés , nous ^aurons ia formule an»* 
logue qu'on pourrcut tirer de <^). 

323. Recherchons maintenant les {)ropriétés des triangles sphériques , et 
considéron^les d'abord sous le point de vue de leurs oôtés , puis sous celui 
^e leurs angles , et enfin sous «elui de l'influence des côtés sur les angles et 
des angles sur les côtés. 
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(*) Les pâles d'un grand cerole sont les deux points de la surface de la sphère 
'^i sont à 100* de chaque point de la cicconférence de ce cercle Us sont les 
extrémités de l'axe jperp^tdiculaire au plan de ce même cercle. 



Pr(^iétés 
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propriétés dei 'triangles sphériques ; 
1*^, Relativement à leurs côtés. 

S24. Nous savons déjà que chacun de ces côtés est toujours plus petit 
qu'une demi-circonférence (n^ 314); voyons ce que nous dirait lalgèbre, 
14 on voulait supposer un de ces côtés, comme a, égal à 200**. 

Si a = 200® , on a 5in a == o , et cw a = — 1 j «^lors lea trois formulea 
( D donnent ces deux-ci ; 

.!— . 1 == CQS b cas c + sin b sin c cos A^ cos ô = — cas c^ 

Cette seconde équation prouve que, dans ce cas, les côtés b ^t c seraient 
supplén\ens Tun de l'autre ; d'où résulterait sin b = sin c. Substituant ces. 
valeurs de sin b et de cos c dans l'équation — 1 = etc. > et mettant » « ^ 
1 ym cos^ c kldk plaçQ de; siri^ e , on trouverait : 

cos^ c — 1 

€OS A = ■ — =3S — t. 

i — CQS^ C 

On aurait donc A = 200* , et les côtés ô et e ne feraient qu'un seul et 
mênae arc. Le triangle dégénérerait en fuseau^ 

326. Puisque chaque côté est plus petit que.20a®, ta somme des trois côtés 
est toujours au-dessous de 600®. Bien plus., il résulte du Th. XIV du Liv. VI 
de la Géométrie, et de ce quç nou$ avons dit au n®. 314, que cette somme 
est toujours plus petite qu'unç circonférence entière, et que chacun des. 
côtés vaut moins que les deux autres pris ensemble. 

326. La même chose se prouverait par TM^^yse. La première équation? 
{F) donne ; 

^ ^ cos a -^ cos b cos c 

€QSA:X'. . , . i 

sm b sin c « 

retranchons ses deux membres de Funîté, et réduisons aii même dénomfc^ / 
nateur les termes du second , nous aurons :; 

icos b CQS c+ sîn b sin c^-^cos ck 



i— • QOS A 



sin b sin c 



cos (b — c> — cos a , 

uah swQ 
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sin b siti g 
On trouverait tout mm facilement : 

cos a --* ( ces h cas e — sin h sin e) 



i + cosA 



Nii^iM»i^PBtaB**a^>Bi^^^»^Bi'*^»VW"*V*«W<M><«*'***«>«*iV 



sin b sin c 



2sinl(b + c + a) sinl(b + c^ a) 

sin b sin c 

Maïs 1 — cos A=::2sîn^iA,ti 1 + C0^ilaa2 COT*|^, [(H)n\90]; 
doù il résulte que Ton a, en appliquant le même calcul aux deux autres 
équations (F): " 

sin b sine sin'^l Azstsin{(a + b — c^sinKa + e 

sin a sin c sin^i B =1 sin l Cb + a — c) ^in | (6 + c — a) J .... (fe). 

sin a sinb «n*| C^=^sîn\ ic + a — 6)«n|(e + 6 




sin b sin c cos^ | ^4 == 5În |(a + * + c) sinUb + c 

sin a sin c cos^lB = ^m|(a + &4-c)^in5(a + ^ — b) v .... (/). 

sin a sin b cos^l C=«n5(a + è + c)«n|(a + 6 

Cela posé, puisque chaque côté a toujours moins de 200^ , lé premier mem- 
bre do dhacune de ces équations est essentiellement en plus ; donc les se- 
conds membres sont aussi en plus ^ et les deux sinus qu'ils ont pour facteurs 
sont , ou tous deux en plus , ou tous deux en moins. 

Arrêtons-nous aux formules < / ) , sî l'on y faisait a + ^ + ^ =^ 400^ , on 
aurait |(a + ft + ^)= ^00' > et 5m | (a + ô + c) = zéro ; ainsi les 
premiers membres se réduiraiejit aussi à zéro , ce qui ne pourrait avoir lieu 
qu'en faisant quelque côté nul ou égal à 200^ , suppositions également imposa 
sibles ; ou en faisant | -4 =a 100*, 15= 100% | C = 100^ et par conséquent 
A = 200**, B =s 200*, Cita 200**, ce qui est encore impossible (n**. 315). 

Si l'on faisait a + b + c > 4ô0, on aurait \{a+ b + c^ > 200 ; mais 
i(a + 6 + ^)< 300; donc sinl ia + b + c) serait en moins ^ et par 
conséquent aussi ^ d'âpre -ce que nous Venons de dire , sinl{b + c — a)» 
sin\{a + b — c), sinl (a + <? — b). Dans ce cas les arcs répondant 
à ces sinus seraient ou plus jgrands que 200, quoique moindres que 300, ou 
ils seraient négatifs. Qt ^J |<6 + c — a) > 200 , on a ô + c -* a > 4oo ; 



cependant & + c < 400 , donc on ne peut avoir b + e — a > 400 , et de 
même pour les autres ; car ayant pris 1^ côtés comme positifs , dans la po^ 
sition où Us sont , aucun d'eux ne peut être eii même tems négatif. Ainsi les 

arcs des sinus seraient en moins j et Ton aurait : 

• 

Ajoutant ces inégalités deux à deux, et retranchant de part et d'autre les 
mêmes lettres, on trourerait ti < o, 6 < o, c < o; ce qui est absurde, 
par Tobservation que nous venons de faire sur les signes des côtés. Donc 
enfin dt + 5 + c < 400^ 

327. Puisque a + *4-^ < 400*, | (a + 6 + c) < 200^; d'où il résulte 
<]ue sinl(a + b + c) est en plus^ et que les sinus des seconds ûicteurs 
aont aussi en plus. Donc 

Réciproquement si ces inégalités ont lieu , les sinus des seconds facteurs 
étant en plus^ cas À^ cas B^ et cos Cf seront toujours possibles, et on' 
pouii-a former un triangle sphérique avec trois arcs valant ensemble moins 
de 400"" 4 et tels que chacun soit plus petit que la somme des deux autres. 

Propriétés des irïangles sphériques : 
2^ Relativement à leurs angles^ 

'd28. résulté de ce que nous avons dit au n^ diiS) qUe chaque angle 
id'un triangle sphérique vaut moins de deux droits , et que par conséquent 
les trois ensemble valent moins de six droits ; voyons donc si leur sonmie 
ne «erait point égale à deux droits , comme dans les triangles rectilignes. 

D'après l'observation du n®. 322 , nous pouvons tirer de (k) et de (/) les 
formules suivantes ; que l'on conclurait aussi de iZ) par un calcul semblable 
à celui du n''. 326 : 

sinBsin C cos^ la=:coslCA + B — C)cosl(A+ C 

sînAsinC cos'^lb = cos ICB^A—^ CycosKB-^ C— .iJ)J , . (m). 

sin AsinB cos^ lc = cosl(C+A —. B) cosl(C + B 

sinBsinCsin^ia = -^coslCA + B'^C)cosl(B+C 
sînAsmCsin^lb='-^cosl(À + Ê + C)cosi(A + C^B)} . . {n\ 

smAsinBsin^\c=: — cosliA + B^C)cosl(,A + B 

K k 2 
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£t puisque chaque angle a toujours moins de 200^^ le premfer membre 
chacune de ces équations est en plus ; donc si Tun des^ facteurs des seconds, 
membres est en plus » l'autre ^ abstraction faite du signe général ^ est en 
moins , et réciproquement. 

Arrêtons-nous aux formules («);. si Ton y faisait -^ + 5 + C=:200^, on 
aurait | (^^ + -5+ C) = 100"*, et le cosinus de cet arc serait nul; ensorte 
que les premiers membres de (ji) deviendraient nuls , ce qui ne pouiTait 
avoir lieu qu'en faisant quelqu'angle ou cdté nul ou égal à 200*^ supposi- 
tions également impossibles. 

Si l'on faisaU A + B+C<: 2«0^ , on aurait |( ^ + ^ + €).< loo^ , et 
k cosinus de cet arc serait en plus y les cosinus de | (^ + C — A) ^ de . •- 
ï (i4 + ^ — Cy^ et de I ( ^ •+- C — B) , seraient donc en moins ^ et ces, 
arcs seraient chacun plus grands que 100^ Mais si^ Ton a, par exemple ^ 
|(^ + ^— C) > 100*", à plus forte raison aura-t- on JC^l + A+ C) > 100°;: 
ce qui est contraire à l'irypothèsei 

Donc les trois angles d'un triangle sphérique valent ensend)le phis de 
deux angles droits, et moins de six*. 
Il s'agit de voir maintenant si l'inverse dé cette proposition t%t vride. 
Ayant ^4 + ^+ C > 200 et < 600, il en résulte |(il+ 5 + C) > lOOi 
et < 300 ; ainsi — cos |' (^ + ^ + C) est toujours enH— Cela posé , pour 
que le triangle soit impossible , il suffit que cos \ ( -ft+ C — ^ ) , par exem- 
ple, soit nul ou en — . Oxr puisque |(-4 + -ff+ C) < 300, à plus forte- 
raison i (^+ <?—^) < 300. Ainsi en faisant l*. co^|(i?+ C—A):=zo^ 
ona|(-ff+C — ^)=100^,.et 5 + C-f-^ = 200 + 2^. En faisant.. ^ 

2^ cosliB+C^A) en — , on a | ( A+ C — ^) > tOO* et 

'J5 + C + -4 > 200 + 2 A. On voit donc qu'avec trois angles valant plus de. 
deux droits et moins de sbc , on ne peut pas toujours faire un triangle sph6-- 
jique.. 

Propriétés des triangles sphériques: 

m 

'$•. Relativement à Vinjluence des côtés sur les angles^' et des angles suir^ 

les côtés.. 

329. Nous allons chercher à résoudre ks triangles sphériques , et nous; 
apprendrons par là quelles wnt les données nécessaires pour les déterminer 
(n\ 316;, 
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330. Etant dàmiés^ les trois côtés , trouver les angles. 

On peut tirer immédiatement de (^F) les valeurs de cos A , cos B\ cos C, 
exprimées exiay by c; mais sous^ une fonne qui n*est pas propre au calcul 
liogai'ithmique. 

Prenons donc , au lieu de cela , les formulés (k) et (/) , qui n'ont pas cet 
inconvénient. Elles nous donneront sans calcul, en rétablissant le rayon & 

O: J 

sml A= -ff Y • 



2. 



sin l B 



\J sm ^(a-jro--c)sih^( a + c — ù) V 
'' sin b sin c t 

^\/ sini(b'ira—cysinlCb'tc—'^ [ ^ 



sm a sm c 



/ 



sin i C== S 



sin a sm b 



, ^ ^ A/ sm^ (a+b + c^smlCb + c — a) 
* ^ sm b sm. c 



MslB^Ey i-^ — ' . ^ ■ ^> .. (2>. 

sut a sin c 



cos î C 



A/ sin { ia + b + c) sin | ( a. + ^ — b) 

V 



sin ^ ( a + b + c ) sin lia + b -^ c y 

sin a sin 6. 



(*) Lorsqu'on^ fait quelque calcul avec le rayon 1 , pour rétablir lie rayon 22' 
dans réquation ou la formule qui est le résultat de ce calcul, il suffit de mettre- 
Rj ou R^ j ou 72', etc., comme facteui dans le membre où il 7 en a le moins , 
€t de manière que les deux membres, débarrassés de leurs diviseurs et de leurs 
xadicaux, aient enfin le même nombre de facteurs. Si Ton a, par exemple , . .. 
X = \/ja, d'où Ton tire cda^ = ab j on écrira Ci&* = R*ab ^ ou. a; =: î? \/-^ 
(voyez la raison de cela au n^ 41)^. 



1 
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Divisant enfin les formules (1) par les formules (2), on aura celles-ci 
(n\ 86) : ^ 

tcaiglA^R y siniCa + b + c) sinl<ib + c^u) 

tang^B^R y siniÇa + b ^c) sinkja^c^by r ' ^^> 

\/ ^in |( c + 6 — g) A'én |(c + g — fr j 
tang^CsR y «n| (i* + A +c) **n|(g + * — o) 

33 !• Du reste, qiiand on a calcfulé un des angles ^ on peut faire usage dea 
formules C JT) pour calculer les autres ; si du moins Ton n'a point de doute sur 
l'espèce de ces angles. £t ces formules n*ont besoin d'aucune préparation 
pour remploi des logarkhmes^ 

332. Observons qu'il ne peftt point y avoir d'ambiguité dans les râleurs 
des sinus, des cosinus , et des tangentes, données par (1), (2), et (3); car 
les angles -4, 5, C, ne pouvant ni égaler, ni surpasser 200*, \ A^^B^ 
I C^ seront toujours aigus ; ces angles d'sûlleurs. ne peuvent pas être prif en 
moins. Ainsi un triangle est déterminé par ses trois côtés. 

333. Si les trois côtés étaient supposés égaux les formules donneraient la 
même valeur pour les trois sinus, ou pour les trois cosinus, ou pour les 
trois tangentes; ainsi les angles seraient égaux. 

Si deux côtés seulement sont égaux , les formules font voir que les angles 
opposés à ces côtés égaux sont égaux. 

Enfin si l'on suppose g > 6 , pour comparer plus facilement A et B^ 

nous commencerons par tirer de (3) ce rapport général , applicable à tous 

les cas : 

tang | A ^m|(c + g — 6) 

tanglB «m|(c + ô — g)* 

mais puisqu'id g>ft, onac + g — 6>c + 6 — g; d'où il résulte . > 
«n î ((? + g — 6) > 5w 1 (c + * — g) (n^ 325), et tangiA > tanglB. 
Ainsi quand deux côtés sont inégaux , un plus grand angle est opposé au 
plus grand côté. 

334. Si un des côtés comme a égale 100', on tire immédiatement de (^) > 
en rétablissant le rajon R^ les formules suivantes , qui conviennent à ce cas, 
et qui sont plus simples que (1), (2) , (3) ; 
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cet h col . ^ jR cas k ^ R cas û 

êosAzZ'^ y^ ' * • • cas B=i. —, •. ..^ cos C == — : — ;— • ; . • (-4). ) 

R sine ^mb 

Alors 81 le côté b était aussi de iOO% on trouverait cosAsnOj cas B=o^ 
cas C=zco$ c; d-où, Fon conclurait A = 100* , B=: 100% et C=zc. C'est- 
à-dire que si UH triangle sphérique a deux côtés égaux au quadrant , Ijes^ 
^fcngles opposés, sont dbroits y et le troisième an^le a, le mèwe nombre de 
degrés que le troisième côté. 

Si les. trois côtés valaient chacun^ \m quadlrant, on aurait cas A=^ o.^ 
cos B zr=iOy cos G =^ Oy et par conséquent les angles, Ay B^ C, seraient 
droiils tous trois. 

335;. Les dtux dernières formates (4^ , étant écrites ainsi : 

ski e cos -ff =3 R cos by sin b cos C =:Rooso^f^ 



ttotts fbumissent une observation: importante : les sii^us dfi b çt de c ne poit!^ 
vaiot être nuls^, et ne pouvant pas non plus ètx^ Qvtrjnoin^ ^ tout comme R 
qui est aussi un sinus:^ on voit que si cos B=z o, o» a cos-b= o,. quç si 
cos B est eix phis QM^cxLmoins , on a cos b en plus ou. en. moins i, et de* 
même pour cos C et cos c. 

C'est-à-dire que si: un triangle sphérique a un côté de liOfO^, chacun d^s 
autres est de même espèce qiue Tangle qui lui est opposé ; sayoîi; y, ou .^ .. 

^. 100% OR < tOO% ou > lOOV 

$jrCOND CAS/ 

33&. Etant donnés lès trois angles , trouver Us côtéSé 

Au lieu; de tirer immédiatement de {Z) les valeurs de ces côtés^, ^pre-^ 

nons^les dans, les formules (m) et (ji) ; elles nous donneront , en. rétablis-. 

sant le rayon R :• 



^ sin B. sin C 

^ sm A sut C 

y,\/cos i ( G+ A^B) cosiiC-hJr^A) 

coslc=iR y 1 ^. ■ ■ - 



sin A sinB 
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V^T ^I iA + B^C)cosl (B-+- C— AT 
"" sin B sin € " 

_ \/^c osHA.-hB+C)cosl(A + t'-B) [ 
sm j » ^* ^ smA sinC l 



sin I <? 



' svn A sin € i 

V — cosjCA + B+C)cosl (A + i?-^ l 
«n A sinB TJ 



•••* » ' sm A sm a . j 

Et w on divi«e les formules (5) par les formules (6) on obtiendra (a*. 85). 



notla^R y „cos\(,A-^B'krOcos\ 



cotlh 



V cos\iB-3r A— C) co5\{,B-k-l.^A) y 
tu CQS \ {C -^^ B — A) côTÇ 



COt\c-^R y ^cos\iA + B->(-Qcos\{A'\'S—C 

« 

337. Du reste , quand on a calculé un des côtés , on peut calculer les au- 
très par les formules ( JT); si du moins l'on n'a aucun doute sur l'espèce de 

ces côtéa. 

338. Remarquons bien que les valeurs des cosinus , des sinus , et des'co- 

tangentes , données par (5), (6) , et ( 7 ), ne peuvent être prises qu'en ^Aaf, 
parce que chaque côté étant plus petit qu'une demi circonférence, sa moitié 
ne vaut pas un quart de circonférence. Ainsi un triangle sphérique est 
déterminé par ses trois angles. 

339. Si les trois angles étaient égaux , on trouverait par les formules que 
les trois côtés seraient aussi égaux. Et si deux angles seulement sont égaux 
on voit que les côtés opposés à ces angles égaux sont égaux, 

Enfin si l'on suppose A^ B^ tirant de ( 7 ) ce rapport général : 

cot\a cos\{C'\- A--B) 

€Ot\b "" cosUC + B^aY 

nous verrons que puisque -4>-5, ona C + -4 — ^> C+ B—'A; d'où il 
résulte (*) cosl(C + A-- B) < ca^ | ( C + ^ — ^ ) , et par conséquent 
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(*)Oaa,parlen*.328,^ + 5+C<200+2^,cequidonncï(C+B— ^;<100. 

Oa a de même w^ + 5 + C < 200 + 25 ctî (^ + -^-. jB;< 100. 

cot 
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i^otl a < cot I &, eiî a > ô. Ainsi quand deux angles sont inégaux, un plus 
grand côté est opposé au plus grand angle. 

340. Si un des angles, comme A y £8t droit, on tire immédiatement de 
{Z) j en rétablissant le rayon R , les formules suivantes , qui conviennent 
à ce cas, et qui sont plus simples que (5), (6) , (7) : 

cot B cot C j ^ ^^^ ^ H cosC 

i:os a == =^ . - cas b =3 — : — — ^ . cas c=z — r— ^- . • (8). 

jB sm C sm b 

.... 

Alors si l'angle S était aussi droit, on trouverait cos a = o, cos ô = o, 
<cos c = cos C\ d'où Ton conclurait a = 100 , ft = 100 , et c = C. C'est- 
à-dire que si un triangle sphérique a deux angles droits les côtés opposés 
«ont chacun de lOO''; et le troisième côté a le même nombre de degrés que 
le troisième angle ( n®. 334 ). 

Si les trois angles étaient droits , on aurait cos a = o , cos 6 = o , . • . 
cos c = o, et par conséquent a == 100®, b = 100*, c = lOO'* (n®. 334). 

341. Nous n'examinerons donc plus les triangles qui ont deux ou trois 
côtés de 100*, ou ce qui revient au même, deux ou trois angles droits, 

342. Du reste , les deux dernières formules (8) étant écrites ainsi : 

sm C cos b^=iR cos B , sin B co^ c=:R cos C^ 

nous fournissent une observation analogue à celle du n*. 335 ; c'est que si 
un triangle aphérique a un angle droit, chacun des autres est de même 
espèce que le côté qui lui est opposé; savoir ou = 100® , ou < 100*^ ou 
> 100®. ' 

TROISIÈME CAS. 
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343. Etant donnes deiix côtés et T angle compris , trouver 1®. Vautre 
côté^ 2^ un autrç angle. 

Les formules C^) donnent immédiatement le troisième côté; maïs il faut 
les rendre applicables au calcul logarithmique. 
Si on connaît à ,.& , et C,*on fera: 

cos c 

r == cos a + sin a tang b cos Ci 

cos b ^ ' 
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et puiaqu'il y a des tangentes de toutes les grandeitrs (n\ 104 ), on pouiTa 

supposer 

ski 

tang b cas C =r tang ^ = f 

^ ^ cas 9 

9 étant un angle , ou un arc , qu'on déterminera facilement par cette équa* 
tion. Cela posé on a : 

, / , sin asin 9. . /cos a cas 9 + sina sin 0. 

cas c = cos bi cos a ^ -) = cos ( ) 

N cos (p ^ ^ cos * ^ 

cosb cos (a — ,e) 
cos 

Or ^ï, d, et sont connus , de même que a — 9..; ensorte que Ton peut 
trouver c. 
On aura donc, ea rétablissant le rayon R: 

tang b cos C cos b cos (a — 0) 

tang = . * * cos c=: . • • (9). 

^ R cosjp 

544. Si te cosinus de c se trouve en plus par là formule , ce e6té aura 
moins de 100^, s'il se trouve en moins, ce c6té aura plus de 100^, enfin 
s'il se trouve nul, on aura c = 100^; ainsi il n'y aura point de doute sur 
la grandeur de c. Et comme un triangle sphérique est déterminé par ses 
trois côtés (n\ 332) , il l'est donc aussi par deux côtés et l'angle compris. 

345* Si un des côtés donnés est égal au quadrant (n*. 341 ) , on peut tirer 

des formules (9) ou de leurs analogues , celles qui conviennent à ce eas 

particulier ; mais on les obtient plus facilement de CF). Si par exemple . • . 

a = 100^, on a , par la troisième, cos c ^=sin b cos C; ou en. rétablissait 

le rayon R : 

sin b cos C 

cos c = • .w (iO). 

/f 

^46. Si l'angle donné C est droit, on tire pour ce cas , ou de (9), ou de 
(^), avec le rayon iî : 

cos a cosb ^ ^ 

CQS c S -^r . . . (11). 
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347. Quand on a calculé le troisième côté , on retombe, pour trouver les 
deux autres angles , dans le cas précédent Mais si on voulait, avec les don* 
nées actuelles, a^ b^ C^ calculer immédiatement un des autres angles^ 
«comme A^ on tirerait de la seconde formule (1^) : 

cota ^in b — cos b cas C cas C f cota sin b , v 

COtA = r—r =î= -T— ^ f ^ cosb); 

sm C sui C \ COS C ^ 

cot a cos # 

faisant alors r; =zcot ^ = -: — , on obtiendrait : 

cûs C sm 9 

, ^ /CM sin b t \ s ^/cos^ sin b — sin^ cosby. 

4:ûtA=::c(H C( : cosb ]:ssC0t C( z ) 

^ SM ^ / > sm P ^ 

cotV sin(b^-^^y 
sin ^ 

m 

Et pour trouver préalablement ^ on aurait : 

cot a i i ^ 

== cot ♦, ou ^ =: — -— , ou long p «: tang a cos C 

cos C tang a cos C tang ^ 

Rapprochant les équations trouvées ^ et rétablissant le rayon i? , il en résulte- 

xmt»: 

iang a cos C , , cot C sin (b-^^) ,,^^ 

tang P = ^ . .^ cot A =2 ■■■ ■ ^ ■ ■■ . . . (12)« 

R smp 

«348. Si le côté a est égal au quadrant, oa tire de (12) ou de la aeconde 

Ibrmule (F): 

cot € cot b 

tôt A = ... (43). 

/f 

Si c'est le cùié b qui est ^gfd au quadrant, on obtioat , par les mêmes for* 
«nules : 



sin C tanct a 
tangA^ 5-^— ••• 0^)- 



(Voyez n*. 341). 



349. Si l'angle donaé C eti 4roit> 011 ae trottre par (12) que eot A =|, 

L12 
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valeur indéterminée; mai» la secondç formule (JT) donae immédiatement^ 
en rétabUssant le rayon R : 

cot a sitib 
eotA:= . , . (lfr)v 

■ • 

360. Si on voulait trouver ^ non un: 8cul des angles -^ et -9 , mais tous Te* 
^eux, il serait plus commode d'employer les analogies découvertes par 
îfeper^ et que nous allons faire connaître.. 

Comparons les formules (3) avec les. formules [(20) n\96], nous tire^^ 
irons d'abord dje celles-ci , en faisant le rayon 1 : 

•yav -r /^ y» y-^tanglAitanglB 

lyfais les fonnules (3) donnent , en multipliant le» deux prenùères par lih 
troi9ième, et faisant- aussi le rayon 1:. 



Umg i A tang \ C= . \, .ai x ^ 



ùanglBtanglC=,-~ \) / -^ 

d*QÙ Ton tire , par addition :. 

^ smlia-^r 6.+ c) 



smli^a-^b-^rc): 



.... [(13)nV92].. 



C'est la valeur du numérateur du second membre dé la première équationi 
du numéro actuel ; cherchons aussi celle de son dénominateur. 
Les formules (3) donnent encore , le rayon étant 1 . 

^ _ wn-ICa + ô — c)- 

4'où l'on tire : 



X — tang i A tang \ B 



•^î/i|^(a + ô'+-cjf 



\ 
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siniia+k+a) ' 

ce qui forme le dénomînAteur cherché; 

Subôtituatit enfin dans la première équation, ces valeurs du numérateur 
et du dénominateur de son second memb;:e , on obtient : 



• * r 



On trouYe , de la même, manière : 

Et Pon peut d'iaillieurs écrire ces formules ainjsi, pour qu'elles sotent Traie»^ 
avec un rayon quelconque : 



cosi(a + b){^ ... Cl% 
sin i ( a -^ b) 

Ayant donc trouvé f ( ^ + jff ) et i (-^^ -— ^) , on aura facilement ^ et i?,, 
«t ces deux angles seront détenninés m mojj^en. des côtés opposés, a. 
et b et de l'angle compris C. 

SCATRiiME CASi. 

351. Etant dormes, deux angles et le côtii cfimpris y, trouver i\ Vautre 
angle y 2T. un aut^ecéte\ 

Les formules (Z) donnent immédiatement le troisième angje ; mais il faut 
aussi les rendre applicables au calcul par logarithmes. 

Si on connaît -^, B et c , pour trouver C on prendra les formules (9),, 
et on les modifiera d'après l'observation du n^ 322 , en substituant d!aineurs, 
à ^ son complément à un. droit. ; on obtiendra ainsi :. 

tang B cos c . ^ cos B sin {A -^ ^) 
cot ^ ==: — ^ — ... cas C=. : — ... (17J).. 



270 TBrOONOMÉTmi 

362. Si le cosinus de C se trouve en plus par la formule , cet angle ser* 
aîgu, s'il se trouvé en moins,^ l'angle sera obtus, et s'il est nul, l'angle sera 
droit ; ainsi il n'y aura point de doute sur sa grandeur. Et comme un triangle 
sphérique est déterminé par ses trois angles ( n^ 338 , il L'est donc aussi par 
deux angles et le côté compris. 

363. Si le côté donné c est égal au quadiant, on tire de (17) » ou de (Z)^ 

avec le rayon (JIM*)* 

« 

cos A cos B ^ ^'^- 
cos C=L^-^ ■ ••• (18^ 

364. Si un des angles donnés est droit (n\ 341 ), on peut tirer Ses for- 
mules (17) , ou de leurs analogues, <:elles qui conviennent à >ce cas; mais 
on les obtient plus facilement de {Z). Si par exemple ^df s 100 , la troi* 
sième donne: 

sin B cos c ,, ^ 
cosC ^=^ ... (19). 

2*. 

I 

366. Quand on a calculé le troisième angle , on retonbe , pour trouver les 
deux autres côtés , dans le cas des n^^ 336 , 337 ; mais si on voulait , avec 
les données actuelles ^ , ^ , c , calculer immédiatement un des autres côtés ^ 
comme a, on prendrait les formules (12), et on les modifierait d'après les 
principes du n^. 322, en substituant d'ailleurs à son complément à ua 
droit ; on obtiendrais ainsi : 

tang A cos c cot c jcos (B — 0) 

cot ^ = — ^-— -^ — ... cota=z i i ..• C20). 

Ji cos ^ 

366. Si le côté donné c est égal au quadrant , on ne trouve par (20) que 
r(?/ a = §; mais la première formule {F) donne immédiatement : 

cot Asm B ^ ^ 
cota= ... (2i). 

ic 

367. Si Tangle A est droit , on tire de (20) ou de la première formule (l^j: 






Dorénavant nouis rétablirons tonjours le rayon R dans toutes les formules. 
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cot c cas Jf ^^^ 

col a s=5 ■ ■ ■ • » . (22). 

Si c'est l'angle B qui est droit , on obtient des mêmes foi^mule» ; 

stn c tang A^ ^ ^ 
tang a = ■■ ■ . • . (23). 

Ji 

( Voyez n*. 341 ). 

358. Si on voulait trouver immédiatement, non-seulement un des côtés 
a et 6, mais tous les deux, il serait plus commode d'employer les analo- 
gies de Neper ^ que Ton conclurait de (16) par le procédé du n^. 322; et 
Ton aurait : 

tang |(a + ô) —tang i c ' .,.. ^ , , 

cosia^ + B)^ ..(24> 

^^ngl(a^b)^tanglc ^^^^^^^^^^ 

CINfiUlèMS CA8« 

359. Etcmi donnés deux côtés ^ et un angle opposé à Tun deux^. trou- 
ver 1*. T cadre cdtéj 2*. Vangle opposé cm second côté donnée 3^. Tangl^ 
compris entre les côtés donnés. 

r. 

Si Ton connaît fr, c^ti O, pour avoir a, on prendra les formules (9)» 
et sans changer la première , on considérera c(^^ ( a — * 9 ) comme Tinconnoe 
de la aeconde ; on obtiendra ainsi ; 

tang h cos C ^ ^ cos c cos ^ ^ ^^, 

tang ^=: ^ . . cos (a— ^) =i ■■ - ■ - ... (26). 

Ji cos o 

360. Ayant trouvé le cosinus dé a --^ ^> s'il répend, dans les table» à d 
degrés y on ne saura si Ton doit prendre a — • ^ égal à + ^ ou égal k—^d; 
car un cosinus appartient toujours à deux arcs égaux Tun en plus et Tautrit 
en moins. £n d'autres termes » on aura a = o. + «f ; valeurs qui peuvent 
être toutes deux en plus; comme cela est nécessaire, parce que a ne peut 
pas être en moins. D*où il résuite qu'un triangle n'est pas détemûné, géné- 
ralement parlât , par deux c6tés et tta angle opposé à l'un de ces côtés. 
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Cependant il faudrait rejeter Ic8 valeur» qui donneraient un plu« grand 
angle oppo8é à un plus petit côté , tout comme celles qui donneraient des 
angles ou des côtés en moins , ou plus grands que 200^ ; ce qui dans bien 
des cas détruit Tambiguité. 

361. Si le côté donné b est égal au quadrant, on ne trouve par (25) que 

^n a = §; mais la troisième formule (^) donné immédiatement: / 

Il cas c ^ .^ 

^in a = — ■ . • . (26) ; 

€0S C 

et le triangle est indéterminé , parce que chaque sinus répond à deux *an- 

gles ou à deux arcs qui sont supplémens lun de l'autre. 

Si c'est le côté cqui vaut 100^, on tire de (25) ou de la troisième for^ 

mule(^): 

long b cas C 
cota z=z i-_ , . . (27) ; 

n 

ensorte que le triangle est alors déterminé. 

362. Si Tangle doxmé C est droit , on tire facilement , ou de (2S) ^ ou de 

R cos c 

-cas a = p- , . • (28): 

cos b 

et dans ce cas encore le triangle est déterminé* 

> 

363. Connaissant toujours ô, c, et C, pour trouver immédiatement B^ 

on tirera de (JE) : 

. _ sln b sin C 

^ sm£ =: : — — , . . <20); 

sin c 

ê 

valeur qui sera constamment en plus ; mais on ne saura pas dans tous les 
cas si elle appartient à un angle aigu ou obtus. Cependant on pourra sou*^ 
vent lever le doute comme au n^ 360. 
36-4. Si le côté donné b est dé 100', la formulç devient: 

^ R sin C 
sinB =2 — : • . . . (30). 

smo 

ce ' 
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te qui ne détruit pas rindétennînation. 
Si c'est le côté c qui est de 100*^ , on a : 



sm b sin C 
sm B = 2 , • . (31). 



). 



Dans ce cas Tambiguité cesse par le n^ 335, (Voyez n®. 341 

365. Si l'angle C est droit , on tire de (29) : 

sin 5"= —^ ... (32) ; 

sm c 

et le triangle est déterminé par l'observation du n^ 342. 

366. Connaissant encore b , c, et C, pour trouver immédiatement ^, on 
prendra les analogues de. (20) , appliquées à la recherche de c par AjC^ 
et 6, savoir : 

tang C cas b cot b cas iA — ^ ) 

cot = ... cot c =z ; 

Jt cos ^ 

et sans toucher à la première, on considérera cos (^ — , <p) comme Tin- 
coimue de la seconde ; ce qui donnera : 

tang C cos b ^ ^ cot c cos ^ 

cot = ■ ■ ^ - ... cos (^A — 0)5= — . , . (33V 

R cot b 

Sur quoi on fera les nièmes observations qu'au n*. 360. 

367. Si le côté b = 100®, (33) donne «n -*rf = g, mais on a par la cin- 
quième formule {¥) i 

tang C cot c 

sin A — ^ . . (34) ; 

li 

valeur indéterminée. 

Si c'est le côté c qui vaut le quadrant , on a par (33) , ou par la même 
formule (JT) ; 

tan à C cos b 
tang -4 := ^ . , (35) ; 

et le triangle est déterminé. 

Mm 
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'>368. Si l'angle C est droit , on tire de (33j , ou de la cinquième formule 

tangbcot c 
cas A = ■ '■ ... (36) î 

jU 

et il n'y a point d'ambîguité, 

SIXIÈME CAS. 

369. Etant donnés deux angles j et un côté opposé à Vun deux^ trou- 
ver r. r autre angle , 2*. le côté opposé au second angle donné ^ 3'. le 
côté compris entre les angles donnés. 

Si on connaît iB?, C, et c, pour avoir A^ on prendra les formules (17), 
et sans changer la première, on considérera sin (^ -— ^) comme Tincon- 
nue de la seconde ; on obtiendra ainsi : 

tang B cos c ... ^ cosC sin ^ ^^^^ 

cot f = — 2-— ... sin (A^ p) z=z — ... (37). 

Jt cos B 

370. Or comme un sinus appailient toujours à deux angles qui sont sup> 
plémens Tun de l'autre , il en résulte que , généralement parlant , un trian- 
gle sphérique n'est pas déterminé par deux angles et un coté opposé à l'un 
de ces angles. Cependant on pourra souvent lever le doute par les prin- 
cipes cités au n^. 360. 

371* Si le côté c = 100*^, on tire, ou de (37), ou de la troisième (Z> : 

■- R cos C 

cos A =: — . . . (38) ; 

cos B 

et dans ce cas le triangle est déterminé. 

372. Si l'angle donné B est droit, (37) donne .^in il ==§> mais on a par 
la troisième formule (-2^) : 

. , R cos C 

sm A = ... (39); 

cos c . 

valeur indéterminée. 
Si c eet l'angle C qui est droit , on tire , ou de (37) , ou de la troisième (Z) : 
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tang B cos e 
cotA=: — ^ . . . (40); 

et le triangle est déterminé. 
(Voyez n'- 341). 

2\ 

373. Connaissant toujours 5, C, et cr, pour trouver immédiatement b^ 
on tirera de (-ï) : 

, sin B sin c . . 

sin b = r—A — ... (41) ; 

sm C 

et le triangle, généralement parlant, sera indéterminé* 
'374. Si le côté c = 100^ , la formule (41) devient ; 

. , jR sin B 
sm b = . ^ • . • (42) ; 

sm C 

et le triangle est déterminé par le n*. 335. 
375. Si l'angle B est droit , (41) donne : 

H sin c 
sin b = .■ ■ . . . (43) ; 

ce qui ne détruit pas l'indétermination. 
Si c'est l'angle C qui est droit , Ton a : 

sin B sin c ., ,^ 
sin b = . . . (44) ; 

et dans ce cas Tambiguité cesse par le n\ 342. 
(Voyez n^ 341). 

« ■ 

376* Connaissant encore B ^ C, et c , pour trouver immédiatement a , on 
prendra les analogues de (12) , api^quéea à la recherche de Cpar a» c, et ^, 
savoir : 

tang c cos S cot B sin (flt-^*> 

t(Ut0 9 = • • • CQt C 



jR - sin 



Mm 2 



276 TRIGONOMJÈTRIK 

et sans toucher à la première, on considérera ^/n (a — ^) comme Vkk^ 
connue de la seconde, ce qui donnera ; 

tang c cos B , - . cot C sin9 

tang == — p • . . ^in (a — ♦) == -— — . . ; (45) ; 

it col M 

et le triangle , en général , sera indéterminé. 

377. Si le côté c = 100*, on tire de (45), ou de la quatrième formule 

tang B cot C ,,^, 

cos a=i'-- ' — 2-_ . . , (46) ; 

li 

et il n*y a point d'ambiguïté. 

378. Si Tangle B est droit; (45) donne m a = §; mais on obtient par la 
quatrième formule (F) : 

tang c coi C 
sm a = — 2-- . . , (47) ; 

valeur indéterminée. 

Si c'est l'angle C qui est dx-oit , on tire de (45) ou de^ la quatrième for- 
mule (7): 

tang c eos B 
tang a = . . . (48) ; 

et le triangle est déterminé. 
(Vojezn*. 341). 

Quelques remarques sur ce qui précède^ 

379. Nous venons de voir que les triangles sphériques se résolvent par 
des formules plus simples , quand il& ont un côté égal au quadrant , ou un 
angle droit. Or il y a encore un caa ou deux que Ton peut ramener à 
ceux-là. 

Coxmaissant deux côtés d'un triangle , s'ils aont égaux les angles opposéa 
sont aussi égaux, et réciproquement connaissant deux angles, s'ils sont 
égaux les côtéa opposés sont de même égaux ( n^. 333 , 339 )• Le triangle est 
alors isocèle^ et si de son sommet on abaisse sur la base un arc perpendi* 
culaire, le triangle sera divisé par cet arc en deux triangles rectangles qui 
auront l'hypoténuse égale , un côté commun , outre encore un angle égal 
ppposé à cç côté commun. Or ces données sont plus que suffisantes pour 
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déterininer Tégalité de ce» triangleê comme on peut le voir par les n^*. 362 
et 372. Donc la perpendiculaire divise la base du triangle isocèle et l'angle 
du sommet , chacun en deux parties égales. Et par conséquent les triangles 
isocèles peuvent se résoudre comme les triangles rectangles. 

380. Supposons encore un triangle sphérique dont on connaisse deux 
côtés , et que leur somme soit de 200® ; si on prolonge le plus grand de 
ces côtés , de même que le troisième , jusqu'à leur rencontre mutuelle , ils 
formeront un fuseau, (n*. 314), qui contiendra d abord le premier triangle 
proposé , et ensuite un second triangle formé par le second côté du pre- 
mier triangle et les prolongemens de ses deux autres côtés. Or il est évi- 
dent r. que ce second triangle est isocèle, 2®. que si ses élémens sont 
connus, ils donneront ceux du premier triangle, par les rapports qu'ils ont 
avec ceux-là. On voit donc qu'on peut ramener à la résolution des triangles 
isocèles, et par conséquent à celle des triangles rectangles, la résolution 
des triangles dont deux côtés valent ensemble 200*. Il en serait de même 
de ceux qui ont deux angles valant ensemble 200'; car il est facile de 
prouver que si deux angles sont supplémens Tun de l'auti'e , les côtés op- 
posés ont la même propriété. 

Si u4 + £=^ 200, -^ = 200 — ^, et par conséquent ...:.....: 
sin A ^= sin i 200 — £) = sin B. Cela posé , la première formule (5) et 
la seconde formule (6) ont sous le radical le même dénominateur. D'ailleurs 
le second facteur de leurs numérateui's est aussi le même ; comparons donc 
leurs autres facteurs, 

cosl{A + B'^C')T=z cas x (200 — C) = cos (100 — | C) ; 

^ cas l(A + £ + C)=z --^ cos 1(200 + C) — — cos CiOO + 1 C); 

or 100 — I C et 100 + I C sont supplémens Tun de l'autre ; donc lea 
facteurs en question sont égaux. Il résulte de là que cos f a = sin 56, 
ou que I a + 1 ^ = 100, ou enfin que a + 6 = 200. 

381. Nous voyons de plus en plus que toutes les propriétés des triangles 
sphériques peuvent se conclure des formules qui servent à les résoudre. 
Meus cette matière est fort étendue , et nous avons vu tout ce qui essen- 
tiel. Reprenons cependant encore la première formule ( ^) , et supposons 
que l'angle A soU droit , nous aurons 

cos arszcosb cos c^ 
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De là il résulte que si 6 et c sont tous deux < 100, ou tous deux > 100 ; 
leurs cosinus ayant le même signe , celui de a sera en + j et Ton 
aura dans ces deux cas ^z < 100. Maïs si des deux côtés 6 et c l*un est 
aigu et l'autre obtus- le cosinus de a sera en — et a sera obtus. Enfin si 
un des côtés 6 et c vaut 100, ou si chacun d'eux a cette valeur, on aura 
cos a = o , et a == 100. , 

Ainsi donc , quand un triangle sphérique a un angle droit , si les côtés 
de cet angle sont moindres ou plus grands que 100, l'hypoténuse est plu» 
petite que 100; si l'un est plus petit et l'autre plus grand que 100, l'hjpo- 
ténuse est plus grande que 100; et si un seul ou tous les deux valent 100 , 
Thjpoténuse vaut aussi 100. 

On peut Voir par ^Z) quels résultats on obtiendrait en supposant a = 100*. 

382. Observons enSn , pour terminer , que les triangles rectilignes ne sont 
qu'un cas particulier des triangles sphériques j et que les propriétés de ceux- 
là résultent des propriétés de ceux-ci ; c'est ce que nous allons développer ; 
toutes les remarques qui tendent à généraliser les idées offrant toujours un 
grand intérêt. 

Quand le rayon d'un cercle est 1 le demi-quadrant égale 0.79 (n*. 97); 
«insi en disant que la tangente de dO* égale le rayon ou 1 , c'est comme si 
l'on disait que la tangente de 0.79 égale 1 ; et de même pour toutes les 
lignes trîgonométriques répondant à des arcs quelconques. Nous pouvons 
donc supposer que dans tous nos calculs, les lettres «, &, c,- au lieu de 
représenter les grandeurs relatives des côtés, exprimées en degrés, dési- 
gnaient les grandeurs absolues de ces côtés , le rayon de la sphère étant 
pris pour unité. 

D'ailleurs quand les triangles sphériques, tracés sur des spières diffé- 
rentes , sont équiangles entr'eux , les arcs qui leur servent de côtés sont pro- 
portionnels aux rayons des sphère» (grandeurs absolues). 

Soient donc a , 6 , c , les côtés d'un triangle sphérique tracé sur la sphère 
dçnt le rayon est 1 , et «, 5, y, ceux d'un triangle semblable tracé sur une 
sphère dont le rayon est r , on aura : 



i : r II a : m:=: ar^ 






i : r :: b : B zz br^ 


donc 




i : r :: c ; y ^ cr: 




r. 
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Cela posé , si Ton substitue ces valeurs , à la place de a , & , c, dans les 
formules relatives aux triangles sphériques , qu'on réduise en séries les va-» 
leurs des lignes trigonoméU'iques, et qu'on rejette les termes qui s'évanoui- 
ront par la supposition de r = | , on aura les formules relatives aux trian- 
gles rectilignes. Car quand le rayon d une sphère devient de plus en plus 
grand , la surface de cette sphère tend de plus en plus à devenir plane. En 
d'autres termes , le plan est la limite de la sm-face sphérique. 

Prenons , par exemple , la première formule (Z) ; elle devient d'abord : 

— cos A = cas B cas C — sin £ sin C cas - ; 
et comme on a d'ailleurs (voyez Marie ^ ou Legendre Trig. n^. xxxiv) : 



»* . •* 



si on substitue cette valeur, qu'on fasse ensuite r = i, ou f = o, on n'am-a 
plus que: 

— * cos A = cos B cos C — sîn B sin C; 

ou, ce qui revient au même [(7) n^ 88] : 

—• cos A = cos (B + C). 

Donc A ttB+Cy qui ont des cosinus égaux et de signe contraire, sont 
supplémens l'un de l'autre, et l'on a : 

Ab2 droits^ (B+ C), on A + B + C= 2 droits. 

C'est-à-dire que les trois angles d'un triangle rectiligne valent ensemble 
deux angles droits. 
Par exemple encore, dans les triangles sphériques (n®, 318) : 

sin a sin B = sin b sin A y ou sin - sin B = sin - sin A : 

r r * 

mais on a d'ailleurs : 

sm - = - — . - ^ ■ + etc. 
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substituant ces valeurs y multipliant tout par r , et faisant ensuite ^ ^ § , ou 
I = » on obtiendra : 

u sin B '=z R sin A, ou « : ^ : : sin A : sin B, 

C'est-à-dire que dans les triangles rectilignes , les sinus des angles sont pro* 
portionnels aux cotés opposés ( voyez les observations du n^ 103 ). 

Etc, etc. 
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